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第 一 章 不 变 积分 与 紧 致 群 表示 论 
$1 紧 致 群 与 不 变 积分 


让 我 们 先 来 举 几 个 紧 致 (拓扑 ) 群 的 常见 实例 ， 

1》 有 限 群 ， 任 给 一 个 有 限 元 的 群 ， 对 于 离散 拓 扑 来 说 ， 梅 
成 一 个 紧 致 群 。 

2) 么 模 复数 群 ， 所 有 的 乏 模 复数 {elo 0<6<2r}， 在 乘法 
运算 下 上 成 一 紧 致 群 。 它 是 连通 的， 可 交换 的。 因为 它 也 是 复 平井 
上 的 单位 贺 ， 所 以 将 以 符号 5S 表示 之 。 

3) 之 模 四 元 数 群 ， 四 元 数 体 是 由 所 有 能 表 成 

a+bi+rcj+dk (a,b,c,dE€ER) 
的 实 四 维 向 量 ， 并 赋 以 

=j=k?= -1, ij= 一 站 =k， 站 = -kj=i, ki= -ik=j 
的 双 线 性 乘法 所 成 的 不 可 交换 的 体 。 其 中 的 乏 模 向 景 全 体 在 上 述 : 
乘法 下 成 一 个 紧 致 群 。 它 是 连通 的 ， 不 可 交换 的 。 它 在 几何 上 可 
视 为 R' 中 的 三 维 单位 球面 ， 以 5S 表示 之 。 

4) 1 维 欧 鲸 空 间 的 正 交 变 换 群 ， 设 中 是 一 个 n 维 欧 氏 空 
癌 ， 则 其 上 的 所 有 正 交 ( 亦 即 保 长 ) 变 换 构成 一 个 紧 致 群 ， 叫 做 
站 正 交 群 ， 以 符号 O(D) 表 之 ， 

5) 7 维 百 空间 前 西 变换 群 ， 设 C" 是 一 个 1 维 西 空间 ， 则 其 : 
上 所 有 的 西 变 换 ( 即 ， 使 (gx,9y) = (x, 引 ) 对 任何 x,y EC" 和 便 成 立 
的 变换 ) 构 成 一 个 紧 致 群 ， 加 做 7 阶 西 群 ， 以 符号 UC8) 表 之 。 不 
难看 出 DCL》= Si!。 

现在 给 出 拓扑 群 和 紧 致 群 的 定义 。 

定义 ” 设 G 是 一 个 非 空 集合 ， 假 如 : 


1)》 C 为 一 个 群 ; 

2) CG 为 拓扑 空间 

3) CG 中 所 具有 的 群 的 运算，《c,p)Fraob aa-1CabEC) 
在 拓扑 空间 中 是 连续 的 ， 

那 末 就 称 G 为 拓扑 群 。 

大 在 2) 中 加 上 紧 致 性 要 求 ，G 称 为 材 致 拓扑 群 ， 简 你 为 紧 致 
群 。 

对 于 一 个 拓扑 群 G 上 给 定 的 连续 函数 1(x)， 我 们 可 以 结合 烙 
上 的 右 平 移 P。，G 一 G，Pu(x) =xea， 而 得 出 一 个 新 的 函数 

falx) = f(x.a), 

紧 致 群 的 一 个 重要 特征 是 对 于 其 上 的 连续 函数 / ， 有 一 个 自 
然 的 求 平均 值 运算 ， 它 是 一 个 满足 下 列 条 件 的 映射 [: C(G)-*C 
《或 R)， 其 中 C(G) 表 示 G 上 所 有 连续 函数 全 体 组 成 的 集合 ， 即 

1) 不 变性 : 1(f4)=1(f), f EC(G), a€G; 

2) 线性 ; I CAf + hg9) = AI1(f) + AICg), f,9ECCG), A,LE 
CwR): 

3) 若 f/ 在 G 中 处 处 非 负 ， 则 1(f) 宕 0， 再 加 上 不 恒 等 于 从 
的 条 件 ， 则 7CA >08 
4) 车 f 寺 ce( 常 数 )， 则 I(f) = e。 

例 1 设 G 是 一 个 有 限 群 ， 则 显然 可 以 定义 


[站 = 二 /Cg) (1G| = G 的 元 素 个 数 ) 
|G | ge G 


是 f 的 平均 值 ， 它 满足 1) 一 4)。 z 
例 2 设 CG=S， 则 可 以 用 积分 来 定义 平均 值 如 下 ， 


， . . . 2 
C1) / . iD=| fCe'®* )d0， 
2T Jo 


不 难 验证 它 也 是 满足 1) 一 4) 的 ， 
例 5 设 G=S*。 把 它 几 何 地 想 成 R4 中 的 单位 球面 ， 则 可 用 


S"(1) 上 的 体积 元 素 dc 来 定义 平均 值 如 下 : 
] - . 
Da), fda, 


其 中 2x 是 S:(1) 的 体积 。 不 难看 出 它 也 自然 满足 上 述 四 条 。 

在 附录 一 中 ,我 们 将 给 出 紧 致 群 上 具有 性 质 1) 一 4) 的 平均 运 
算 的 存在 性 和 唯一 性 定理 的 证 明 。 

定理 1 设 G 为 一 个 紧 致 群 ，C(G) 为 其 上 的 所 有 复 值 (或 实 
值 ) 连 续 函 数 的 集合 , 则 满足 性 质 1) 一 匀 的 平均 运算 1; C(G) 一 C 
《或 R) 唯 一 存在 ， 称 之 为 G 上 的 (正规 ) 不 变 积 分 ， 并 用 符号 


| f(g)dg 


表示 1 。 


下 面 我 们 就 要 运用 4 平均 法 ” 来 系统 地 研讨 紧 致 群 的 线性 表 
示 论 。 


§ 2 紧 致 群 的 线性 表示 论 


在 本 节 中 ， 我 们 将 以 符号 G 表 示 一 个 任 给 的 紧 致 群 ， 而 不 再 
另 加 说 明 。 设 了 是 一 个 复 或 实 的 向 量 空间 ，GL(V)7 是 由 了 上 的 所 
有 可 逆 线 性 变换 所 组 成 的 群 ， 叫 做 Y 的 全 线性 铬 。Y 上 线性 变换 
全 体 组 成 的 向 量 空 间 2(V,V) 自 然 与 Cs (或 R* ) 同 构 ， 在 
ZV,V) 中 引入 C* (或 R”) 的 拓扑 结构 ,于 是 GCL(V) 是 多 (V,V) 
中 的 开 集 。 不 难看 出 GLCV7 是 一 个 拓扑 群 。 

定义 ”车 映射 ?: G 一 GL(V) 是 拓扑 群 的 同 态 映射 (其 ， 作 为 
群 的 映射 是 同 态 ， 作 为 拓扑 空间 的 映射 是 连续 上 映射)， 称 ?为 C 的 
一 个 线性 表示 ， 人 简称 为 表示 。 通 常 也 用 符号 (G,V) 来 表示 之 。 

本 市 中 我 们 将 以 不 变 积分 所 提供 的 平均 法 为 主要 于 段 来 解 讨 
G 的 线性 表示 。 


定理 2 设 (G,V) 是 一 个 复 ( 实 ) 表 示 ， 则 VV 上 必 存 在 一 个 6- 
不 变 的 西 积 (内 积 )。 即 ， 
(gx,9y) = 《x,y)， 对 任何 9 EG，x,yEV 
恒 成 立 。 . 
证 设 <x,y> 是 V 上 的 一 个 任 选 的 西 积 ( 内 积 )， 令 


(3) (X,Y) -| <gx,gy>dg， 
则 对 任 给 的 aEG， 均 有 


(ax,ay) = | <gax, gay>dy (由 不 变性 》 


=| <ox,gy>ag = (xX,y), 


所 以 (x,y) 是 G- 不 变 的 西 积 (内 积 )。 | 

推论 ” 设 GCGL(n,C)(n 维 复 问 量 空 间 上 的 全 线性 群 ， 或 
视 所 有 7 阶 可 逆 复 矩阵 组 成 的 矩 阵 群 ) 是 一 个 紧 致 子 群 ， 则 必 存 
在 一 个 适当 的 AEGL(n,C)， 使 得 

A4GA-ICUCnD) 。 

因此 UC(n) 是 GLGCnC) 的 一 个 极 大 紧 致 子 群 ， 而 GLCn,C) 的 任 伍 
极 大 紧 致 子 群 都 和 LV(Cn) 共 斩 。 

证 设 {el… er) 是 C “在 原 给 西 积 < ， > 下 的 标准 正 交 基 ， 
ta an 是 在 上 述 C- 不 变 西 积 ( ，) 下 的 一 组 标准 正 交 基 。 A 
是 将 a 上映 到 ei;(i=1,…,7) 的 那个 在 GLCa,C) 中 的 元 素 ， 即 得 所 
欲 证 。 | | i 
定义 (GV 和 (CG,W) 之 间 若 存在 一 个 和 G 的 作用 可 交换 和 授 
线性 同 构 4: YY- 一 到， 即 :， 4(9x) = gA(x), 则 称 CG,V) 和 CG,W) 
等 价 (或 CG- 同 构 )， 记 为 (C,V) 一 (G, 太 )。 

同样 ，?: GC 一 GLIV) 和 V G 一 GLCITYD) 是 等 价 的 充 要 条 件 
是 ， 存 在 同 构 A, V->W， 使 得 o4。? =y， 其 中 04: GL(V) 全 
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GL(W ) 的 定义 是 
ou(B) = ADB4-I， BEGLIV)， 

定义 对 于 (G,V2， 车 有 一 个 子 空 间 UCV 在 G 的 作 忆 下 不 

变 ， 即 : 
={g. 9EG, XEU}ETU, 
测 称 U 为 G- 不 变 子 空间 . 

显然 有 ，{0} 和 VV 本 身 是 G- 不 变 的 。 今后 在 不 致 发 生 混 活 的 
情况 下 ，CG- 不 变 子 空间 简称 为 不 变 子 空间 。 

定义 ”车 {0} 和 V 是 (G,V) 仅 有 的 不 变 子 空间 、 则 称 (G,V) 
为 不 可 约 表 示 。 否 则 叫 可 约 才 示 。 

下 面 我 们 建立 线性 表示 的 几 种 常用 的 运算 : 

1) 和 : 设 (G,V;) (i=1,2) 是 G 的 两 个 线性 表示， 我 们 可 以 
在 V1/@BV 上 赋 以 G 的 作用 如 下 ， 

9g(xz; 8) = 9X,9y), XEV1I, YEVY,, 
这 个 新 的 表示 叫做 原来 两 个 表示 之 和 ， 记 为 (G,VDGIC,Vz)。 
车 用 ?1: G 一 GLCV 4) 来 记 线 性 表示 ， 则 它们 的 和 记 为 
0 中 2， G>GL(VIODV,). 

2) 对 偶 ， 设 (CCG,V) 是 一 个 线性 表示 ，Y* 表示 V 的 对 偶 空间 
《 即 ，Y 上 所 有 的 线性 函数 组 成 的 向 量 空间 )， 在 V* 上 可 如 下 规 
定 G 的 作用 gf， 使 得 

<g*f,x>=<f,9 x>, 
其 中 ffEV*，xEV，9E€GQG，<f,x> = f(x)。 容 易 验 证 ; 上 述 规定 
构成 C 到 Y* 上 的 一 个 线性 表示 , 称 之 为 对 个 表示 ， 记 为 (C,Y”)， 
车 用 ?，GGL(CV) 记 袁 示 ， 则 ?9 的 对 偶 表 示 记 为 峡 ，C~ 
‘GLC(V*), 

3) 张 量 积 ， 把 2) 中 的 规定 推广 到 多 线性 函数 , 设 多 (ViVs 
C (或 R)) 是 Vi,Vs 上 所 有 双 线 性 函数 构成 的 向 量 空 间 ,，?1:G 一 
CLCV0) (i=1,2) 是 G 在 Vi 及 '.V, 上 的 表示 ， 规定 (79 G— 
GLCZ (Vi,Vs; C (或 R)) 如 下 : 


Tr mp a et ote th ee so eB he EHH PEE eT 


(gof) Xisxa) = /9 x9 Xo), JSE2CVY2 C( 或 R)). 
在 问 量 空间 的 张 量 积 中 ， 我 们 用 张 量 积 把 多 线性 函数 归于 音 
线性 国 数 的 讨论 。 我 们 有 
LVisVss CELLVIOV,G CC) = (VIOV2)*, 
再 由 对 候 关 系 z 
(LVisVes CD))+22VCOV，。 
利用 这 些 关系 式 ， 我 们 规定 ?.: ,9; 的 张 量 积 ?.6 的 7; 为 ， 
P1009, = (01, 0.)*)*。 
容易 验证 ， 
9(COw) =gC9g0， DEVI，pEY、。 
4》 设 9;，CGC->GLIVDG=1,2) 分 别 是 CG 到 Y:; 上 的 线性 表 
示 。 儿 (Vi,V2) 是 由 所 有 的 Vi 到 V， 上 的 线性 变 据 构成 的 癌 量 空 
间 。 现 在 在 乡 (Vi,V。) 上 贼 以 G 的 作用 如 下 : 
9*A=9P C9) AP1(0) i, AE LV Vee), 
亦 即 下 图 ， 
V1 一 > 7， 
91(9) | jo 


g.A 
7，- 一 > TY 


是 可 交换 的 。 也 可 写 为 
《9。4)(Cxz) =09。49-1X)， XEV, 

由 于 GCCVYD)SVCOV2， 可 以 证 明 上 述 表示 等 从 于 Pi 人 人 请 
读者 作为 练习 自 证 之 。 

利用 上 述 诸 运算 ， 我 们 可 以 由 简单 的 表示 来 构造 较为 复杂 的 
表示 ， 又 可 把 较为 复杂 的 表示 进行 分 解 。 此 外 ， 表 示 的 和 与 张 量 
积 均 可 推广 到 多 个 的 情况 。 利 用 张 量 积 的 概念 ， 对 一 个 给 定 的 表 
示 ?: GEGLOY), 可 定义 张 量 客 
CCGLCIVGQYV)。 
更 一 艇 的 ,9"; GCLC@V)， 以 及 对 称 逢 Sa， C-=GLCS VD) 
和 反 称 寡 4*g，G-=>GLC4nV)。 由 于 篇 幅 关系 ， 在 此 不 详 述 了 。 


6 


定义 者 
(G,V)S2(G， V9 “BPG, Vi), 

其 中 右边 的 每 个 (C， VCG= 1……K) 都 是 不 可 约 的 ， 则 称 (G,V》 
是 完全 可 约 的 。 

注意 ”这 种 定义 产生 了 一 种 自 咬 竺 头 的 说 法 ， 一 个 不 可 约 的 
表示 是 完全 可 约 的 。 

由 此 定义 和 定理 2 还 有 如 下 重要 结论 ， 

推论 ”任何 紧 致 群 的 表示 (CCG,V) 都 是 完全 可 约 的 。 

证 ” 设 Vi 是 V 的 非 平 凡 的 不 变 子 空间 ， 由 定理 2，V 上 存在 
G- 不 变 内 积 ， 因 此 Vi 关于 这 个 内 积 的 正 交 补 Vi 也 是 不 变 的 ， 从 . 


而 | z 


车 (G,V 1) 或 (G,V1) 仍 有 非 平 凡 不 变 子 空间 ， 可 继续 分 解 下 去 ， 
直至 不 可 分 解 为 止 。 这 就 完成 了 所 求 的 分 解 。 | 

上 述 事 实 表明 ， 对 紧 致 群 的 线性 表示 的 探讨 、 基 本 上 都 不 难 
归于 不 可 约 线性 表示 来 研究 。 而 下 述 引 理 则 是 研讨 不 可 约 线性 表 
示 的 基本 工具 。 

Schur 引 理 设 ?，G 一 GL(V) 和 9， GCL(W 是 两 个 不 可 
约 表示 ， 而 4E CV,W)。 记 
MA.g(G) ={APg9) 9EG}, 
CG) A={y(9)* As 9EG}, 

A*0(G) =Y(G)*A, 
则 必 有 4= 0 或 4 是 可 逆 的 。 
”证 由 下 述 假设 不 难看 出 kerA 和 ImA 分 别 是 V 和 W 中 的 G- 
不 变 子 空间 ， 再 由 ?和 y 的 不 可 约 性 即 得 ，ker4 和 ImA 只 有 下 列 
两 种 可 能 ， 


老 


ker4 =V 且 Im4={0}， 即 ，4= 0， 
或 者 z 
ker A={0} 目 Im A=. 太 ， 即 ,4 是 可 逆 的 。|1 


lieth he mr Hh 1 EE rn rH 和 


当 ? = 而 且 是 复 不 可 约 表 示 时 ， 还 有 下 述 特殊 形式 ， 

Schur31 理 的 特殊 形式 ” 设 9，G 一 GL(V) 为 一 个 复 不 可 约 农 ' 
示 ， 而 且 4E 2(V,V) 满 足 

9) A=A*p(g9), 9EC， 
旭 必 存在 一 个 适当 复数 46EC， 使 得 A = hoI。 

证 显然 pC(9) (A 一 41) = (A 一 41)*9(9) 对 于 所 有 的 geEG 电 
成 立 。 再 者 ， 在 复数 域 中 必 存 在 一 个 4o， 使 得 (4- ho 门 是 不 可 
六 的 ， 所 以 由 上 述 引 理 ， 即 得 4- 4o7 =0， 亦 即 4=1oT。 | 

将 上 述 引 理 和 不 变 积分 相 结 合 ， 就 蕊 上 可 以 推导 出 下 述 定 
理 3。 

定理 5 设 9; GGL(V) 和 YG 一 GL(W) 是 两 个 不 等 价 的 
复 不 可 约 表 示 。 在 V,W 上 各 取 一 个 G- 不 变 西 积 ， 而 且 各 取 一 组 
标准 正 交 基 ， 则 可 用 西 矩 阵 表 达 9 (9g) 和 yw(9)， 即 

9) = (P17C9)), $9) = (Vr1(9)), 
它们 之 间 具 有 下 述 正 交 关系 ， 即 ， 


《4) | ac) . 9i1;(9)dg =0, 


. 1 
<5) | wo) 人 19)dg -Timo kd 1 


其 中 dimg 是 不 可 约 表 示 ?的 表示 空间 的 维 数 ，。 
证 .结合 G 在 V 和 W 上 的 作用 ， 在 前 面 我 们 已 经 定义 了 G 在 
之 (VW) 上 的 诱导 作用 ， 即 
9g.4=VW9)A49C9) AEYZV,W), 
再 运用 不 变 积 分 ， 求 轨道 GA= {9。A; 9EGj 的 平均 值 〈 亦 即 其 
重心 )， 得 到 


A=| 54 dg。 


不 难看 出 ，4 肯定 是 一 个 在 G 的 作用 下 不 变 的 元 素 。 事 实 上 ， 
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(6) a A=| (ag). Adg =| 4do= 了 
避 


《这 里 我 们 使 用 了 不 变 积 分 的 左 不 变性 ， 请 参看 附录 一 )、 

(6) 式 表明 ，y(a) A9(a)-'!= 4 或 y(a)A4 = 4p(a)， 再 用 Schar 
35| 理 便 得 出 4=0( 因 为 4 车 可 逆 ， 则 ? 和 y 就 是 等 价 的 了 !1)， 而 4 
是 乡 (V,W) 中 的 任意 元 素 。 现 在 我 们 取 A= Exi:， 妈 儿 (V ,W) 中 
把 V 中 第 i 个 基 向 量 映射 到 W 中 第 个 基 向 量 ， 而 其 他 均 映 为 零 
的 那个 线性 上 映射， 则 


(7) Bei = | Gay))Eri(eir(9))-1dg=0。 
把 (7) 式 用 和 矩阵 算法 直接 写 出 ， 就 得 到 
(4) | vrrcg) 。911(9)dg = 0。 
再 者 ， 若 取 BE 2(V,Vv)， 则 类 似 可 得 
(8) 也 =| 5 d9 = | ?C9) Becg) -dg = 人 DB)。1， 
其 中 4(B) 是 一 个 由 B 所 确定 的 复数 。 另 一 方面 ， 又 有 


(9) Tr(B) = Tr| vg) Becg) -dg 
= | Tr(v(g) BeCg) -dg 


-| TrB dg = TrB, 


也 就 是 说 ，TrB=TrB= dimp9 .4(B8)， 所 以 


_1. 
1(B) = imp TrB, 


同样 的 ， 取 B=Ei;， 代 入 (8) 式 ， 即 得 


(8 》 5 =| PCINEFE ;1p (09) idg = O41j° iT 


. 扫 矩 阵 算法 直接 写 出 ， 就 得 


一 一 一 一 
(5) | gerC9) »* Pi1(9) dg = mp ikdt1e | 


定义 ”对 于 给 定 的 复 ( 实 ) 表 示 9 G 一 GLCV)， 令 
(10) : xp(9)=Trp(9)， gEG, 
: 称 X。 为 表示 ? 的 特征 函数 ， : 
不 难看 出 ，? YXp = Xp。 
特征 函数 有 以 下 简单 性 质 ， 
Noay = Xp t+ Nps 
Xo@v = Xp* Xvye 
请 读者 作为 练习 自 证 之 。 
推论 ?,y 是 G 的 两 个 不 等 价 的 复 不 可 约 表 示 ， 则 


(11) | xo C07r Cdg = 0， 
《12) z [xo x09 dg =1。 


| xy “Xv(g)d9 -| (> | (9)) (intD )ao 
-六 >|. p11(9) ， .Yer 9)dg =0， 


i=1lk" 


而 
| cag -| (Se | cn) (> i 


nn 
二 D>) | tg) » B17C0) dg= 2, oO = 1。 4- 
tsj=1 G : : 他 


ts = 1 
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设 " 是 G 的 一 个 任意 的 复 表 示 。 因 为 紧 致 群 的 任何 表示 都 是 
完全 可 约 的 ， 所 以 我 们 可 以 把 0 表示 为 不 可 约 表示 前 和 ， 中 钴 (的 
完全 分 解 ， 


p= Do 
其 中 pj 是 不 可 约 的 ， 通常 我 们 把 等 价 的 不 可 约 表 示 写 在 一 起 ， 即 
改写 为 
p=B Smie,, 
其 中 ?; 是 相 异 的 不 可 约 表 示 ， mi 是 ?的 完 爹 分解 中 含有 的 与 9; 等 
价 的 不 可 约 表 示 的 重 数 。 或者， 我 们 还 可 以 引进 符号 m4(P,?) 表 
示 在 ?的 完全 芬 解 中 含有 与 不 可 约 表 示 ? 等 价 者 的 重 数 。 则 

p= > mp,9)9, 
其 中 v 遍 历 G 的 所 有 互 不 等 价 的 复 不 可 约 表示 。 当 然 , 在 上 式 中 ， 
只 有 有 限 个 mC(P,?) 不 等 于 零 . 
显然 有 : p cp 的 充 要 条 件 是 对 于 C 的 任何 复 不 可 约 表示 7) 


mkpiyg)=m(Cpag) 恒 成 立 。 
定理 4 


1) mCp,9) = | x C0) xo0®) dg。 


2) p12P, 的 充 要 条 件 是 Xp = Kp,» 也 就 是 说 
呈 Xe 《9) = Xp, (9) 
对 所 有 的 9 EG 恒 成 立 。 | 
3) ?是 不 可 约 的 充 要 条 件 是 
+ (13) | lx ldg=1, 
证 “显然 有 
1 


eh 


(14) Xp (9) = Imp Xe (0). 
设 ?。 是 G 的 一 个 任意 给 定 的 复 不 可 约 表示 ， 则 

(15) | x 9) zr Cay = ump,) | Xe(9)Xw,(9)d49。 

由 (1D 式 可 知 ， 上 述 和 式 中 的 诸 积分 中 ， 只 有 当 ?=?。 时 为 1， 
其 他 各 项 均 为 零 ， 所 以 有 

(15’) | x C0 x5, C9)dg = mlp,90). 


但 是 po 是 G 的 任 给 的 复 不 可 约 表 示 ， 所 以 就 可 断言 
PIL2P .>Xp (I) = Xp lg), 0EC。 
. 再 者 ， 不 难 由 (1) 式 算出 


(16) [2 (0) X09) dg = DS Lmcp, 9 
”P 
因此 0 是 复 不 可 约 的 充 要 条 件 是 
C13) | x C0) exo cdg = 1. | 


》3 1L,(G) 空间 
定义 紧 致 群 C 上 的 可 积 函数 /( 即 | 7(9)dg 存 在 ， 其 中 dg 
是 由 G 上 不 变 积分 决定 的 测度 )， 才 


| pao< 十 cc， 
则 称 f 是 平方 可 积 的 ， 简称 为 -函数 。 两 个 声 -函数 户 和 j/ : 称 为 
12 


是 等 价 的 ， 如 果 
| -dog=0， 


也 就 是 说 ，f1,fs 的 值 在 GC 上 几乎 处 处 相等 。 
由 所 有 的 G 上 的 六 -函数 的 等 价 类 所 构成 的 向 量 空 间 ， 以 符 
号 L(G) 表 之 。 我 们 还 以 下 式 定义 其 上 的 内 积 ， 


(17) <1 ,js>= | RCIROLLR 


不 难 验 证 上 式 的 确定 义 了 L4G) 上 的 一 个 西 积 ， 这 样 就 赋 以 
L(G) 一 个 自然 的 Hilbert 空间 的 结构 。 

采用 上 述 L2CG) 的 观点 ，§ 2 的 结果 就 可 以 用 丁 空 间 的 语言 重 
述 如 下 : 

令 IR(G) 是 由 G 的 所 有 复 不 可 约 表 示 的 等 价 类 所 组 成 的 集 
Fe . 
3 {P4119)s 9(9) = C91169)), ?EIRCG)) 


是 L(G) 中 的 一 组 正 交 亲 量 ， 而 且 


1 
l?:7C9)12, = Tmp* 


其 实 ， 还 可 以 进一步 证 明 上 面 这 一 组 问 量 业已 构成 L,:(G) 空 间 的 
一 组 基底 ， 这 就 是 

定理 5CPeter-Weyl) {911C0)39(9) = (911C9)), ?EIRCGG)} 
组 成 Hilbert 空间 L2(G) 的 一 组 基底 。 

其 证 明 请 参看 邦 德 列 雅 金 著 《 连 续 群 》 第 五 章 § 33。 

定义 一 个 在 G 上 的 每 个 共 轿 类 上 取 等 值 的 上:- 函 数 ， 岂 做 
G 上 的 中 心 画 数 。 若 以 G/Ad 表 示 由 G 的 所 有 共 罗 类 所 构成 的 商 
空间 ， 并 且 赋 以 适当 的 测度 do， 使 得 
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te 


其 中 x，G 一 G/A4 是 自然 映射 ，f， G/Ad>C( 或 R), 则 G 上 的 所 
有 中 心 函 数 所 构成 的 子 空间 和 L(G/A4) 同 构 。 换 名 话 说 ， 映 射 


A L(G/Ad) v1Ls(G), x*f=f on 


是 一 个 由 La(G/A4) 到 上 述 子 空间 的 同 构 。 
把 定理 4 和 定理 5 结合 起 来 ， 即 得 z 
定理 6 (人 Xe; PEIRCG)) 组 成 La(G/A) 的 一 组 标准 正 交 基 。 
定义 ” 设 (G1,V 和 CGz,V2) 是 两 个 给 定 的 复 ( 实 ) 表 示 ， 则 
存在 唯一 的 一 个 复 ( 实 ) 表 示 (G1 XGz，Vi1@ceV2) (或 (G1 x Ca， 
VIQav))， 
(91,9) XXo = 9X92aX2, 0iECi， XIEVIG=12)。 人 
我 们 把 它 叫 做 CG1,V1) 和 (Gs,V2) 的 外 张 量 积 ， 以 符 号 (G1,Vi)@ 
(G3,Vs) 表 之 。 (请 读者 注意 它 与 张 量 积 的 区 别 1) .同样 的 ,我 们 用 
,Go， 表示 
Ws dGLCVD 和 2 Cz 一 CLIIV2) 


的 外 张 量 积 ， p , 代 9 G1 x Gan6LVIOV,). 
定理 7 IR(G1 XG2) = {9.692; PEIRCC: )，psEITRCG:) }。 
证 先 证 kr gs， (gilyvga) = Xs,(91)。X。,(92) 对 于 任 给 的 91 E 
G 和 9，€ Gs 伍 恒 成 立 。 

我 们 可 以 在 V ;上 土 取 定 G;- 不 变 的 西 积 ， 对 于 任意 给 定 的 91 E 
Gi， ?i1(91) 是 V ;上 的 西 变换 (=1,2), 所 以 分 别 存 在 对 Vi 和 V; 中 
的 正 交 基 {er,*… ,en } 和 {e' ;9 en}， 它们 分 别 都 是 91(91) 和 ?8(9;》 
的 特征 癌 量 ， 即 ， 加 
本 (gex = like， 1<k<ns 

gs(gs)e = He, 1<1l<Cm, 
而 {exes 1 坟 kn，1 志 lm} 显 然 构 成 V1,OVs 中 一 组 正 交 基 ， 
而 且 由 9 Se, 的 定义 


(19) 0 1 or, (grs 982) xO = CAkAi )ekco9ei。 


《18)， 


14 


所 以 
(20) x 89, (91,92) = > > hgh = (D7)(2e) 


= Xp, (91) “Xp.(92). 
出 (20) 式 即 得 


《21) | [xX». S$»,(91,92)1*dg1*dgs 
G1*G, 


-| bx (od 1 x, Cg2) ragidgs 
JG1*Gy 


三 pe (91) |2dg1* .i jy Cg 12dg, 
ci | 1 ‘Jo, 2、 


这 也 就 证 明了 Ji 含 ro EIRCGD VsE IR(G3)) 是 Gi x G: 的 复 不 
可 约 表 示 ，。 再 者 ， 民 灿 ,也 分 别 是 (GW) 和 IRC(G;) 中 的 元 索 ， 
旭 有 EE 


(22) oo xoiers * oravdgidgs. 
， GI*Gy 


. = | 可 Xe (91) Xe (92) eXy, (91) Xy (2)dg1d9, 
xi 2 


= | Xp (g1) Yo, (91) dg .| Xp, (92) "XY, C92) dg 
G1 . : . ， “32 7 - 
一 《Xp 1 9 yy, >* Xo, 3 了， 
所 以 {X. ie ; 9! EIRCG), ,9s ETRCGs)} 构 成 了 


L2G, /Ad x G2»/ Ad) OL(G1 xX G2/Ad) . 
的 一 组 正 交 基 。 这 也 就 证 明了 上 述 集 合 业 已 构成 IRCG, x Cs) 的 全 


i158 


th 2 el rh PH EE ttt re Ht HF a Th rp tt tl! ， . 


体 ， 亦 即 ，Gi x Gs 的 任何 复 不 可 约 表示 都 能 表 为 9210, 形式。 
群 的 运算 自然 地 给 出 了 G x CG 在 CG 本 身上 的 左 、 右 平移 变换 、 


即 下 述 变 换 ， 
G XG>G: (9g1,92) X= gr°Xeg2!, 


这 个 变换 诱导 出 下 述 G x G 在 L(G) 上 的 变换 ; 
(G XG) x L(G)>L2(G): [C91,92)f 1(x) = f(g91i'xX92), 

容易 验证 ， 上 述 变 换 决 定 了 G x G 在 HHilbert 空间 LCG) 上 的 一 

个 线性 表示 。 不 难 证 明 ， 对 于 任何 ? EIR(G)、 由 (dim 9)? 个 表示 : 

淫 数 {0， 上 9 中 所 张 成 的 子 空间 是 C x C- 不 变 的 ， 而 且 在 其 上 的 作 : 

用 等 价 于 9*GCO9， 其 中 9%* 是 9 的 对 偶 表 示 。 事 实 上 ， 设 ?对 于 基 ee， 

,ern 的 表示 妙 数 为 ?;;(9) (1 三 1,1 夺 n)， 按 定义 
[C91,92)9311(9) = ?43(91'992).。 

男 一 方面 ， 由 ?(91199z) = ?9(911)9(g9)?(92) 可 知 ， 


(23) pig(9 1992) = DIPik (GI) PE C9) PL ;C92) 
. k,l - 


= >) VipCII)PL ICI P19) 
站， 
因此 ， 
(04) [C91 92) P4119) = Sy Pir 91 P13 (9 P11(9). 
Et 
(24) 式 说 明 由 {?17(9)} 张 成 的 子 空间 是 GxG 不 变 的 。 为 证 电 


它 与 9 Coy 等 价 ， 可 直接 计算 ?*C?。 由 定义 
(25) P+*COPC91,92) (eile;) = 0*(9) ei 9)ey 


= Dy Vip (gi Dett SIP1j 9) el 
k I 


= 2) Pi C9il) «P11(92) eke,. 
jz 


由 于 {p;;(9) } 是 此 子 空间 的 基 ， 而 {etGoei) 是 Y*GY 的 基 , 比 较 
(24) 式 与 (25) 式 ， 上 述 等 价 性 是 明显 的 。 


18 


总 结 本 池 的 讨论 ， 即 有 


26) LiAOLD > VYO*)OQoV 9), 


PEIR(G) 


其 中 G 在 VC(p*)@oV (9) 上 的 作用 是 + 的 9。 


$ 4 一些 基本 的 实例 
现在 让 我 们 举 几 个 实例 ,来 看 一 看 前 面 理论 的 一 些 初 步 用 法 ， 


1， 可 换 群 


设 G 为 一 个 紧 致 可 换 群 ，? 是 G 的 一 个 复 不 可 约 表示 。 则 不 
: 难 用 Schur 引 理 的 特殊 形式 证 明 dim ?=1。 
事实 上 ， 因 为 G 是 可 换 的 ， 我 们 可 以 取 4=y9(9o)， 其 中 9 
是 G 中 任意 给 定 的 元 素 。 则 有 
9) »。 P(g90) = 9(9 .90) = P(g90 * 9) = P90) » (9) 
对 所 有 gEG 人 恒 成 立 。 所 以 由 引 理 可 知 ， 存在 一 个 适当 的 4(go)， 


使 得 
pg 一 C90) 。 


其 中 了 是 表示 空间 上 的 便 等 变换 。 所 话 六 
VC) = {090); Go EGIC{AIs AEC), 
男 一 方面 ， 显 然 有 : 表示 空间 V 的 任何 子 空间 都 是 {47 4EC} 
科 不 变 子 空间 ， 当 然 也 是 它 的 一 部 分 一 一 {9(90)s go EG}=?(G) 
-一 -- 的 不 变 子 空间 。 但 是 ?假设 为 复 不 可 约 的 ， 所 以 V 除 了 0)} 
和 本 身 之 外 ,不 能 再 有 其 他 的 子 空间 了 。 这 种 情形 只 有 一 种 可 能 ， 
那 就 是 dimg = dimeV =1。 
2, G= Si= {ei 0 委 0 妇 2 ) 


S51 是 一 个 紧 致 可 换 群 ， 由 1)， 它 的 任何 复 不 可 约 表示 ?都 
十 - 维 的 ， 有 ,> 可 
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yg: Si'—U(1)=5', 
令 84: SI->S1，g9n(el9) =ei"?， 其 中 7 是 一 个 取 定 的 整数 。 
容易 看 出 ，?n 是 一 个 同 态 映射 。 
一 方面 ， 设 ?，S' 一 S! 是 任 取 的 一 个 同 态 映 射 ， 则 不 难 证 
明 :， 9 必然 与 上 述 p。 之 一 等 价 ( 习 题 ) . 
注 “在 分 析 学 中 ,我 们 熟知 {ei"4 nE€ ZZ} 构成 了 LC5?) 的 一 
组 正 交 基 。 这 也 就 是 Peter-Weyl 定理 在 G=S! 下 的 形式 。 所 以 
Peter-Weyl 定理 其 实 就 是 上 述 伟 氏 级 数 的 基本 事实 在 紧 致 群 范 
围 中 的 深刻 推广 。 


3。G= S，= 过 模 四 元 数 集合 | 
我 们 先 把 四 元 数 体 表 成 一 个 二 维 复 空间 ， 即 ， 
Q={X=21+]22 21,22 EC}EC’, 
则 S3 中 的 任 一 元 素 就 可 写成 9=a+jb， 其 中 a,bEC, a8 +bb= 
1912 = 1。 对 于 这 样 一 个 给 定 的 4 ， 就 对 应 有 一 个 Q@ 衬 C* 上 的 线 
性 变换 X 一 4X， 其 矩阵 为 | 


a -5b 
C27) (, ,) 
a -by zi azi - bz2o\ 
| ( b 让 2 ) = bz ,az 小 
上 述 线性 变换 ， 
人 Za421 — 02,, 
HeDRi + dz, 
就 给 出 S? 在 由 z1,z; 的 次 齐 次 多 项 式 所 构成 的 线性 空间 上 的 
一 个 线性 表示 ， 其 定义 如 下 : 设 / 是 z1,zs 的 次 齐 次 多 项 式 ， 
规定 z 
(28) C4» f) 21,22) =f (a2 ~ Bz,bzt + O22), 9=4+ 志 ， 
我 们 将 以 ?1 记 这 个 复 表示 ， 它 的 维 数 是 + 1，。 
定理 8 ”对 于 任 给 的 k=0,1,2,…， 上 述 5 的 复线 性 表示 都 
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{| 


是 不 可 约 的 ， 而 且 
IR(G(SS)= {9.; 天 =0,1,2，……}。 

证 现在 让 我 们 把 Q 想 成 一 个 四 维 实 向 量 空间 。 这 样 , 对 于 
Ss 中 的 任 一 元 素 9 ， 就 得 到 R' 的 一 个 变 换 ，X->4qX4-:， 它 是 
R 上 保持 实数 轴 不 动 的 一 个 正 交 变换 ; 称 之 为 共 斩 变换 或 伴随 变 
换 。 所 以 8Ss 的 伴随 变换 也 可 以 看 成 一 个 以 实数 轴 为 不 动 点 的 
s0(3) -旋转 .因此 ,Ss 中 包含 i? 的 那个 共 轿 类 就 是 一 个 由 垂直 于 
实 轴 的 三 维 超 音 面 截 S; 所 截 出 来 的 一 维 球面 S?, 其 半径 为 sinb， 
其 面积 为 4rsin20 (图 1.1)。 令 以 Xx 表示 Xp,。 因 为 X 在 上 述 
共 轿 类 上 取 等 值 ， 即 ， 


Xr (geitg™!) 二 XrCe'®) 9 


所 以 有 


(29 ) | XrRrdg 


= 了 | Xxx Xrdo (参看 $1 的 (2) 式 )》 
2 8301) 


= x7 | Xr (eio) Xrleie) (4nsin29) do 
各 
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1 rs ,i i 
= 六 | XC Yr ele -er Corr eydo 


1 f27 | , , 
= 去 | IXplei®) »。 (ei? ~ e719)|?d0. 
0 


再 者 ， 由 rr 的 定义 以 及 由 e E53 所 决定 的 线性 变换 是 
ZeilzI, See i 2,, 
因此 不 难看 出 ， 单项 式 24,26-120，…，z128-1 ,2 和 都 是 94Ce1?) 的 
# 征 向 量 ,而 且 相应 的 特征 值 分 别 是 sse yettk- 59 ， eitk-20， 
《30) Xxle') le 一 6 9) 
= (etike + eitk-2)0 4 +er-ik-2)6 + e-iko) 
x (eid _ e-i6)y 


~ eilk+1)6 一 erikyi)9 


:和 将 (30) 式 代入 (29) 式 ， 便 得 出 


(31) | |Xx|*dg 一 1 | leitk*+ ie eiltk+ 8|2d0 一 1 
G 4 ” 


0 


这 也 就 证 明了 Yi 是 复 不 可 约 的 。 
再 者 ， 因 为 

{Xr (eio) (Ceid —e-ie)y 一 (eitk+1)0 — eitk+ 80>), k=0,1,2, °°} 
业已 构成 LaC(S') 上 的 奇 函 数 子 空间 的 一 组 基底 ， 所 以 {Xxx Cei2)3 
k = 0,1,2,…} 业 已 构成 La(CS0 上 的 偶 函 数 子 空间 的 一 组 基底 .又 
由 于 每 个 共 轿 类 交 S1 = {ei?，0 过 0<2x) 于 两 个 点 ， 即 :，G/Ad= 
SZ,， 所 以 S 上 的 偶 函 数 愉 是 G/Ad 上 的 所 有 函数。 因此 ， 
{XxCei9)s k=0,1,2,……} 业 已 构成 L(G/Ad) 的 一 组 正 交 基 .由 定 
理 6 可 知 ，IR(CS3 ={25 k=0,1,2,.…}。 | 


4， 有 限 群 
令 ord(G) 表 示 G 中 元 素 个 数 ，clCc) 表 示 C 中 共 施 业 的 个 
320 


数 。 则 容易 看 出 


dimLs(G) =0rd(G), dimLs(G/Ad) = ol(OD 。 
所 以 ，G 一 共有 cl1(G) 个 不 等 价 的 复 不 可 约 表 示 。 设 
IR(G) = {94; ?x 是 G 的 复 不 可 约 表 示 ，1 志 kc1(G))。 
令 n= dim9， 由 (26) 式 中 六 (GD) 的 分 解 ， 即 得 等 式 


(32) ord(G) = Oni, 
k 


习 题 

1. 设 i GGLCV4) (i=1,2) 分 别 是 G 到 V ;上 的 表示 .. 

规定 9，G-*GLC2Z (V1,V2)) 为 
(9g9)。A=92(9)49(9)-:， AELVI V2). 

利用 YCV YoD)S2VGOV2， 证 明 9? 衬 910993， 

2， 求证 : Xe@y = 二 Xpt+Xy,Xo@y = Xp * Xye 

3. 设 ?， S15S! 是 一 个 同 态 映射 ,求证 ;? 必然 与 or 之 -一 
等 价 ， 其 中 9n，S!'->S! 定义 为 

pnCei?) =eine, nEZ 

4. 设 G 是 一 个 有 限 群 ， 证 明 

(a) dimL,(G) = ord(CG)， 

(bh) dimL(G/Ad) =cl(G). 
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第 二 章 ” 李 群 结构 的 线性 化 一 一 李 代 数 


定义 ” 设 @ 是 一 个 非 空 集合 ， 满足 

1) G 是 一 个 群 ; 

2) G 也 是 一 个 微分 流 形 ， 

3) 群 的 运算 是 可 微 的 ， 即 ， 由 GxG 到 G 的 映射 (91,92) 呈 
9192" 是 可 微 喘 台 ，。 
则 称 C 是 一 个 李 群 (Lie group)， 

经 然 李 群 的 结构 同时 含有 群 和 微分 流 形 的 结构 ， 我 们 就 可 以 
半 群 的 运算 的 可 微 性 把 群 的 结构 线性 化 。 这 也 就 是 Sophus Lie 
丈 志 为 “无 穷 小 群 ”, 而 我 们 现在 改称 之 为 “ 李 人 代数” 者 。 在 第 一 
中 我们 将 由 单 参数 子 群 的 研讨 来 实现 上 述 线性 化 ， 确 立 李 代 
数 沉 应 有 的 结构 。 然 后 在 第 二 字 中 将 证 明 紧 密 联 系 李 群 与 李 代 数 
的 基本 定理 ， 说 明 李 代数 乃 是 李 群 结构 的 局 部 完全 不 变量 ， 


3 1 单 参数 子 群 与 李 代 数 


定义 一 个 李 群 G 的 单 参 数 子 群 就 是 一 个 由 实数 加 法 群 R 
《作为 一 个 李 群 ) 到 G 中 的 可 微 同 态 $8: RG。 
我 们 者 以 上 表示 RR 中 元 素 的 参数 ， 则 {9(D5 ftER} 就 是 G 


引 满 是 条 件 
BE) » Pts) = 的 (十 加 ) 


的 一 条 可 徽 参数 曲线 。 
我 们 将 以 9 表示 流 形 G 在 单位 元 素 e 点 的 著 ( 向 量 ) 空 间 。 设 
BR 一 G 是 一 个 G 中 的 单 参数 子 群 ， 则 它 在 。 点 的 速 度 向 量 ， 
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，. | 9 2 BE VI 
亦 即 db( ai ， 就 是 9 中 的 一 个 向 景 。 很 自然 地 ， 我 们 会 间 一 问 


下 述 有 关 单 参数 子 群 的 存在 性 和 唯一 性 问题 ，。 

i5 题 ”对 干 任 给 向 量 多 ,E99， 是 省 存在 一 个 单 参数 子 群 
$8: RG， 使 得 XX 恰 为 其 在 6 点 的 球 度 向 量 ! 再 者 ， 一 个 单 参 
数 子 群 是 否 为 其 在 。 点 的 速度 各 最 所 唯一 确定 ? 

上 上 述 问题 的 答案 是 肯定 的 。 下 人 面 就 让 我 们 分 析 一 下 如 何 把 上 
述 问 题 归 于 通常 的 党 微分 方程 组 的 存在 性 和 唯一 性 定理 来 因 志 解 
答 。 

分 析 

1) 设 9，R 一 G 为 一 给 定 的 单 参数 子 群 。 则 可 以 利用 杰 冬 
中 的 右 平移 而 得 空 换 上 映射 

(1) RxXG>G: (t,9)~39 。 P(t), 
它 古 流 形 G 上 的 一 个 ( 单 参 数 ) 可 微 谈 换 群 ， 通 常 册 黎 流动 变换 
(flow)。 再 者 ， 群 的 结合 律 也 就 是 说 任何 有 有 平移 

z ra: GYG, Ta(9) = 94, gEG(AEG) 

和 任何 左 平移 
lu; G—>G, ls(g)=ag, YEG(aEG) 
都 是 可 换 的 ,所 以 上 述 可 微 变换 群 的 作用 三 5 任何 左 平 移 是 可 换 的 ， 
亦 即 
a(g*» PH) = (a» 9)9(t), 

因此 又 称 之 为 左 不 变 单 参 可 微 变换 群 ， 或 左 不 变 流 动 。 

2》 设 罗 ， RRxXG>G 是 一 个 左 不 变 流 动 ， 则 有 

Pt,ag) =ap (i,9), 

于 是 它 在 CG 上 各 点 的 速度 向 量 诅 构成 C 上 的 一 个 左 不 变 向 最 场 
X， 亦 即 Xug=dio(Xo)， 其 中 Xu 和 XXg 分 别 表 示人 风量 场 筷 
在 a9 点 和 9 点 的 向 量 。 

3) 设 XX 是 一 个 左 不 变 向 量 场 ， 则 多 由 它 已 在 单位 点 的 值 六。 
所 唯一 确定 ， 这 是 因为 Xs = dig(X。), 反之 ， 对 应 于 9 中 任 给 
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向 量 Xo， 亦 必 存 在 一 个 左 不 变 向 量 场 X， 使 得 Xe。= Xo。 其 实 ， 
我 们 可 以 用 Xv =dlg (Xo) 来 定义 一 个 向 量 场 X， 它 就 是 那个 满足 
XX。 = X 的 左 不 变 疝 量 场 。 

将 上 述 分 析 和 通常 的 常 微分 方程 组 的 存在 性 和 唯一 性 定理 相 
结合 ， 即 得 下 述 定理 ; 

定理 1 下 列 四 种 事物 之 间 的 自然 对 应 都 是 一 一 在 上 映射 。 

{ 单 参数 子 群 6，R-=G] < { 左 不 变 流动 RxGG) 

| | 分 | | ma 


《E) 


9 一 一 一 一 一 一 -一 { 左 不 变 向 量 所 } 


证 “在 上 述 图 解 中 ，(I) 和 (IT) 就 是 分 别 在 分 析 1D 和 3) 中 
所 描述 的 自然 对 应 ， 它 们 显然 都 是 可 逆 的 ， 

两 个 垂直 向 下 的 箭头 都 是 求 速度 向 量 ， 所 以 标记 以 微分 。 直 
一 个 左 不 变 向 量 场 X 去 反 求 一 个 左 不 变 流动 p， 尽 x C->G， 使 得 
它 的 速度 向 量 场 恰 为 XX (所 依赖 的 ,就 是 通常 的 常 微分 方程 组 的 存 
在 性 和 唯一 性 定理 )。 这 也 就 建立 了 

{ 志 不 变 向 量 场 } 达 汪 { 左 不 变 藻 动 } 
这 个 对 应 。 

最 后 ， 我 们 用 8 - 艺 》{ 左 不 变 向 量 场 } 三 很 { 左 不 变 流 动 } 
全》{ 单 参数 子 群 } 的 组 合 来 达成 9 一 -{ 单 参数 子 群 }， 它 显然 是 
{ 单 参数 子 群 ) 人 全 9 的 逆 映 射 。1 

基于 上 述 定理 ， 我 们 就 可 以 用 定理 中 建立 起 来 的 自然 对 应 把 
这 四 种 事物 对 等 起 来 ， 即 

6 垂 { 左 不 变 向 量 场 } 吕 { 左 不 变 流动 } 吴 { 单 参数 子 群 }。 
以 后 我 们 将 以 a 表示 这 个 一 身 具 有 上 述 四 种 “身份 ”的 事物 ， 称 
之 为 李 群 G 的 李 代数 (Lie algebra)， 它 就 是 李 群 G 线 性 化 所 得 
的 “数理 结构 ”, 现 在 让 我 们 再 来 分 析 一 下 它 究 竞 具有 哪些 自然 的 
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结构 ， 

分 析 

1) 采取 9 是 G 在 6e 点 的 切 向 量 空间 这 个 身份 ,我 们 就 可 以 赋 
予 9 以 向 量 空间 的 结构 。 再 者 ， 若 以 $x 表示 那个 以 XE 9 为 “ 初 
速 ” 向 量 的 单 参 数 子 群 ， 则 不 难看 出 ， 

Dax) = Brit), ALER, XEg. 
因此 
pbx A) = Pax(l). 

土 述 分 析 说 明 我 们 可 把 所 有 G 的 单 参数 子 群 编织 组 成 一 个 总 的 上 映 
射 如 下 : 

定义 邻 Exp; 9g>G，Exp(X)=PBy(1) ,XE9。 kxp 叫做 由 
9 到 G 的 指数 映射 ， 

数 映射 的 特征 性 质 是 ， 对 任 给 XE9， 映 射 

(2》 上 xpPxy:， R—>0G, Expx(!) = Exp(X) 

-就 是 上 述 的 单 参数 子 群 wx， 亦 即 px(t) =ExpGX) 恒 成 立 。 

从 群 的 观点 来 看 ，9 的 向 量 空 间 结 构 芭 有 映 了 李 群 6 的 滋 法 运 
算 的 一 阶 融 近 。 也 就 是 说 ,可 以 证 明 ， 当 s, 都 是 一 阶 无 穷 小 时 ， 

(3) Exp(sX) 。 Exp(tY)—ExpC(sX +tY) 

在 略 去 高 于 一 阶 的 无 穷 小 后 成 立 。 

2) 采取 9 是 左 不 变 向 量 场 的 身份 ,我 们 还 可 以 在 8 上 定义 一 

个 双 线性 的 运算 F，] 如 下 ， 一 一 一 

令 f ,i,jz 是 定义 在 G 上 的 任意 的 可 微 永 数 ，X,Y 是 任意 两 

个 向 量 场 ， 定 义 Xf: GR，Xf(9)=Xof， 其 中 Xof 表示 铬 
数 了 在 9 点 对 于 切 向 量 Xe 的 方向 导数 。 不 难 验 证 上 述 运 算 满足 
下 列 “ 求 导 ” 人 性 质 : 

(4) Xrefo) = Xf) fat f X12). 
反之， 人 往 何 满足 上 述 性 质 的 运算 D 一 定 是 关 一 个 向 量 场 
述 “ 求 导 ” 运 算 。 即 ， 设 D 为 任何 对 G 上 所 有 的 可 微 通 数 天 
定义 的 一 个 运算 ， 而 且 具 有 (4) 式 所 表示 的 性 质 ， 则 必 有 了 唯一 的 
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上 Hi Til: 3 0 TE 本 和 有 本 让 HI 和 丢 本 让 让 二 5 hi enh Le 


一 个 向 量 场 X， 使 得 DF = Xf 对 所 有 的 了 都 成 立 。 此 点 请 读者 自 
证 之 ， 
令 [X,Y]f=XCYf) 一 YCXf)， 则 有 
(5) [X,Y fo) = XY * fet fCYf2)) 
-YC(CX11) ， fo + f1CXf2)) 
= ([X,YJf) f+ f (LX,YJf2). 

(5) 式 说 明 [LX,Y] 也 是 一 个 向 量 场 , 它 由 X,Y 组 合 而 得 。 再 者 ， 
当 X,Y 都 是 左 不 变 时 ， 不 难 验算 [LX,Yj 也 是 左 不 变 的 。 这 样 就 


号 予 9 一 个 运算 
9 |: yd x g—9, 


称 之 为 “ 插 积 ”.“ 插 积 ” 具 有 下 列 性 质 ， 
. (1 》 双 线性 ， 
[A XI + MX2s YI]= MLXY]+MLXaY]， 
[XHYI+ HY =H EX,Y + HX ,Yj。 
(ii ) 斜 对 称 性 ; [X,Y]= -[Y,X]。 
(iii) Jacobi 恒等式 ， 
[LX,LY,Z]]J+LY,LZ,X]]+[LZLX,Y =0。 
性 质 GD 和 (it 可 以 由 定义 及 (5) 式 推 出， 性 质 Giii2 则 是 (5) 
式 和 结合 律 的 推论 (习题 ) 。 
3) 从 群 的 观点 来 看 ， 括 积 就 是 李 群 G 的 “不 可 的 性 "的 线性 
化 ,而 上 述 Jacobi 恒等式 则 是 群 的 运算 之 结合 律 的 线 性 化 形式 ， 
用 无 穷 小 的 术语 来 说 ， 就 是 当 5s,t 都 是 一 阶 无 穷 小 时 ， 
Exp(CsX)Exp(tY) » Exp( ~- sX)ExpC( ~tY)=—Exp(st[ X,Y]) 
在 略 去 高 于 二 阶 的 高 级 无 穷 小 后 成 立 。 换言之 ,LX,YJ 就 是 度量 
Fxp(s 针 ) 和 Exp(tY) 之 间 不 可 交换 性 的 主导 项 ， 它 是 一 个 二 阶 的 
SE 
总 结 本 节 的 讨论 ， 我 们 通过 对 单 参数 子 群 的 探讨 来 达成 李 群 
结构 的 线性 化 ， 所 得 的 结构 是 一 个 具有 (6 ) 式 中 性 质 Q),( 说 和 
ii 的 括 积 的 向 量 空 间 9 ， 叫 做 . 李 群 G 的 李 代 数 ( 当 年 ，3$ophus 
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(6 


Lie 把 它 叫 做 无 穷 小 群 )。 还 可 以 自然 地 定义 由 9 到 CC 的 指 刍 让 
射 Exp，9 一 G， 其 特征 性 质 是 由 等 式 
prd) =Exp(tX) (i€ R,XEY) 
所 定义 的 映射 Px: R 一 G， 针 为 “初速 ” 向 量 的 单 参数 子 群 。 人 而 
9 和 GG 的 结构 关系 可 以 用 下 列 两 个 式 子 说 明 ， 
Exp(sX)，。，Exp(tY) = 二 Exp(sXX+tY)( 淮 确 到 一 阶 )， 
(7) Exp(sX)Exp(tY)Exp(— sX)Exp(—tY) 
二 Exp(st[XX,Yj)( 淮 确 到 二 阶 )， 

(7) 式 中 两 等 式 的 严格 证 明 是 比较 繁杂 的 ， 在 此 格 去 ， 有 兴趣 的 
读者 可 参看 [3]。 但 我 们 愿意 指出 ， 当 C 为 矩阵 群 时 ，(7) 式 可 
直接 验证 ， 在 下 面 例子 中 将 看 到 这 一 把-…-- 一 

现在 让 我 们 举 几 个 李 群 的 实例 ， 来 看 一 看 它们 的 李 代 数 和 指 
数 映 射 。 

例 1 ”设立 是 一 个 复 ( 实 ) 向 量 空 间 ，Y 的 全 线性 群 GL(V) 
是 一 个 李 群 。 事实 上 ， 由 于 GL(WV) 是 YCV,V)2C" (Rn" ) 中 
的 开 集 ， 所 以 它 具 有 自然 的 流 形 结构 。 另 一 方面 ， 视 GCLCV) 为 
可 逆 矩 阵 组 成 的 群 , 则 它 的 苹 法 和 求 逆 运算 的 可 微 性 则 是 显然 的 ， 
GL(CV) 在 6。 点 的 切 空间 ， 以 g1(V) 记 之 。 显 然 外 (V) 可 以 和 向量 
空间 2 (7V,Y) 对 等 起 来 。 

令 AEZV, 让 是 V 上 一 个 任 给 的 线性 变换 ， 我 们 可 以 用 
下 述 指数 级 数 来 定义 了 上 xzp4， 即 


1 4 工人， 
(8) ExpA = 1I+At3) A+ “+ 亲人 + 


不 难 验证 ， (8) 式 中 的 级 数 总 是 收敛 的 ， 而 且 当 4B= B84 时， 
《9 ) (ExpA) (ExpB) =Exp(A+B). 
(9) 式 的 一 个 特殊 情形 是 
(9’) (Expt A) (Expt。A) = Exp((t) +t2)A). 
换 名 话说 ，#rExp(t4)》 就 定义 了 一 个 单 参数 子 群 RG, 而 且 从 
(8) 式 求 寺 的 微分 ， 再 以 上 = 0 代入 即 得 
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qd 下 
(10) dr (LxptA) | = A.。 


这 说 明 Exp(A) = $a(t)。 所 以 GLCY) 的 李 代 数 应 该 就 是 ECV ) 
22.2(V,y)， 而 且 由 指数 级 数 ( 即 (8) 式 ) 所 定 义 的 肌 射 也 正好 就 
是 前 面 所 说 的 从 李 代 数 到 李 群 的 指数 映 射 ( 其 实 ， 这 也 就 是 指数 . 
映射 这 个 名 称 的 源 起 )。 再 者 ， 由 (8) 式 不 难 验 证 

Exp(sA)Exp(#B) »« Exp( ~ sA)Exp( -1B)==Exp(st(AB— BA)) 
在 略 夫 含 有 s, ! 的 二 次 以 上 无 穷 小 项 之 后 成 立 。 这 也 就 说 明了 
gl1(V) 上 的 证 积 应 该 是 

(11) [A,B1= AB- 8B8A, 
其 中 AB, BA 表示 乡 (V,V) 中 的 组 合 积 。 

例 2 令 det(4) 表 示 4 的 行列 式 。 则 
det, GLC(V)—>C* (CR*) 
是 GCLCVY) 到 非 零 复 ( 实 ) 数 的 乘法 群 的 一 个 满 同 态 。 所 以 
sl(V) ={AEGLCV):; det(A)=1} 

构成 GLCV) 的 一 个 正规 团子 群 。 以 后 我 们 将 证 明 ， 在 这 种 情形 ” 
.下 ，SLCV) 本 身 也 是 一 个 李 群 ， 称 之 为 VY 上 的 特殊 线性 群 。 从 下 
述 命题 不 难看 出 SLCV) 的 李 代 数 应 该 就 是 ， 

(12) SL(V)= {AEgI(V)= 2(V,V); TrA=0} 

(注意 ，Tr[A,B]=Tr(AB- B84A)=Tr4B-TrBA=0， 对 任何 : 
A,BE 2(V,V) 恒 成 立 )，。 

命题 1 对 于 任 给 的 4E.2(Y,Y)， 恒 有 

(13) det(ExpA) =e™’4, 

证 因为 V 是 实 向 量 空 间 的 情形 可 以 经 由 复 化 而 归于 复 向 量 - 
空间 的 情形 来 讨论 ， 我 们 不 妨 假 设 V 是 复 向 量 空间 。 设 A 为 一 任 
给 线性 变换 ， 一 个 熟知 的 事实 是 在 V 中 必 存 在 一 组 基 底 {e,…， 
en}， 使 得 4 的 相应 矩阵 为 一 个 上 三 角 和 矩阵 ( 亦 即 , 子 空 淹 
span{e1,*… ,ei}(i=1,.…,7) 都 是 在 A 的 作用 之 下 不 变 的 )， 


<8 


41 党 和 A 
(14) A= ha 
An 


因此 ， 


A* 米 
k 
(15) “| 2 “ 9 k=0,1,2,*"%% 


让 
用 上 述 45(8=0 1 2 …) 的 矩阵 形式 ， 就 可 以 算得 


ei 
det (ExpA) | 6 . | 


en J 


n n 
= eri=exp{ > 7 让 -es | 
j= 1 j=! 


例 1 我 们 将 以 GL(m,C) 表 示 由 所 有 det 六 0 的 7n 阶 复方 阵 
所 组 成 的 群 ， 以 GL (n,R) 表 示 由 所 有 det 六 0 的 7n 阶 实 方 阵 组 成 
欧 群 。 相 对 于 VV 的 一 组 基底 {ei1,*… ,en} 就 有 一 个 群 的 同 构 关系 
CLCn,C)，、 7 是 ” 维 复 空间 
GL(n,R)， 7 是? 维 实 空间 ， 
GLCn,C) 和 GL(n,RR) 上 的 流 形 结构 和 群 运算 可 微 性 是 显然 的 . 因 
壮 ,严格 地 说 ，GL(V) 上 的 流 形 结构 是 从 GL(n,C) 或 6L(n,R}; 上 
借助 上 述 同 构 “ 搬 ”过 来 的 。 

定义 ” 李 群 G 和 G 称 为 是 同 构 的 ， 若 存在 映射 ?: CI 一 G。 
使 得 

1) 9 是 群 G 到 G 上 的 同 构 上 映射， 

2) ?是 流 形 G 到 G 上 的 微分 辐 胚 (ditfeomerpnism)， 了 映 
射 ? 叫做 G 到 G ”上 的 ( 李 群 的 ) 同 构 映 射 。 

由 此 定义 可 知 ，(17) 式 中 的 辣 构 是 李 群 的 同 构 。 

定义 设 9 和 9 分别 是 李 群 G 和 G’ 的 李 代 数 ， 若 存在 一 个 
物 射 0D，9' 一 89” ， 满 足下 列 条 件 


(17) cL | 
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1) ? 是 向 量 空间 9' 到 9 上 的 同 构 映 射 
2) [FoX,pY]=ALX,Yr], YX, YEgi 
则 我 们 说 9 与 9 是 同 构 的 ，p 叫做 李 代 数 9 到 9 上 的 同 构 
区 射 ， 
由 年 阵 的 指数 级 数 可 知 ,GLtn,C) 和 GLCn,R) 的 李 代 数 势 别 是 
M(n,C) 和 Mn,R)， 在 这 里 M(n,C) 和 Mn, 尼 ) 分 别 是 7n 阶 复 ， 


实 方 阵 全 体 构 成 的 集合 。 而 且 显 然 有 李 代 数 的 同 构 关系 
Mr, CO) 
C18) gl(V EPV VE s 
\ Mn,R). 


例 2′ 我 们 将 以 SL,C) 和 SLCn,R) 分 别 表示 由 行列 式 为 1 
的 复 , 实 方 阵 所 构成 的 李 群 叫做 特殊 线性 群 。 sl(n,C) 和 sl(n, 有 R》 
分 别 表 示 它 们 的 李 代 数 。 则 不 难 看 出 ，sl(r,C)y 和 slCn,R) 分 别 
由 其 迹 为 零 的 复 , 实 方 阵 所 组 成 。 而 且 存 在 同 构 关系 
si(n,C), 
sl(n, R). 


SL(n,C), 


/ sl(V) so| 
SL(n, R), 及 


SLCV) el 

由 例 1 和 各 例 2 ， 今 乒 我 们 对 上 述 两 组 群 GL(V) 与 6L(n,C) 

(或 GL(n,R)), 及 其 本 代数 将 不 加 区 别 。 对 SLCVD) 及 SL(n,C》 
(或 SL(n,R)) 也 不 加 区 别 。 

33” 设 V 是 一 个 m 维 复 向 量 空间 ，< ，》 是 定义 在 V 上 的 
韭 退 化 双 线 性 型 。 若 对 任何 的 x,yEV，《x,y> = 《<y,Xx> 便 成 立 ， 
称 之 为 对 称 的 ， 若 <x,y> = -<y,Xx》 恒 成 立 ， 则 称 之 为 反对 称 或 纤 
对 称 乓 ]。 

设 < ，> 是 六 上 一 个 任意 给 定 的 对 称 的 或 反对 称 的 非 退 化 双 
线性 型 。 容 易 验 证 ， GL(V) 中 所 有 令 《 ，> 不 变 的 元 素 9( 亦 即 
< 9y> =<x,y》 对 任何 x,yEV 恒 成 立 )， 组 成 它 的 一 个 闭 子 群 ， 
因此 它 本 身 也 是 一 个 李 群 。 

当 < ，> 是 对 称 的 时 ， 这 个 子 群 称 为 复 正 交 群 ， 记 为 OC(V)， 
类 似 于 例 1 与 例 1 的 讨论 ， 我 们 也 可 以 讨论 相应 的 矩阵 群 。 由 线 . 
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性 代数 的 知识 可 知 ，V 中 在 在 一 组 基 e,…，em， 使 得 
<eiyeji>=0i) GDj<nD， 
称 之 为 标准 正 交 基 。 任 取 9€EOCV)，9 在 上 述 茜 下 的 矩阵 仍 记 
为 9 ， 则 容易 验证 : 9€E OV) 当 且 仅 当 
(19) grT。g9=9，97=Jn (97 表示 9 的 转 置 )。 
满足 (19) 式 的 复 和 矩阵 称 为 复 正 交 阵 。 我 们 把 GL (mr,C) 中 所 有 复 
正 交 秆 阵 组 成 的 子 群 记 为 OCm,C)， 则 (19) 式 表明 


OCS2OCGnmC)。 
今后 对 这 两 个 群 将 不 加 区 别 ， 通 称 为 妈 阶 复 正 交 和 群 。 
现在 我 们 来 讨论 复 正 交 群 的 李 代 数 ， 记 之 为 0(n,C)。 任 取 
XEoln,C) 有 Exp iXEOCn,C),tER。 因 此 对 于 任何 u,vEV。 


(20) <Exp iX. u,Exp 1X 。 1> =《14 01>。 
对 (20) 式 两 边 分 别 在 t= 0 处 求 导 ， 我 们 立刻 得 出 
(21) <Xu,v> + <u, XV >= 0。 


(21) 式 表明 ，X 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 ( 仍 记 为 X) 是 一 个 斜 对 称 
和 矩阵。 有 反 过 来 也 是 对 的 ， 因 为 由 C21) 式 可 推出 (20) 式 来 。 因 此 
(22) XEo0nm,C) < 二 > X 是 斜 对 称 的 。 

如 果 我 们 以 上 述 标准 正 交 基 为 基底 来 造 一 个 实数 域 上 的 向 量 
空间 Y'， 则 YY 是 一 个 欧 氏 空间 。GL(VY“ ) 中 令 4 ，> 不 变 的 元 素 
全 体 组 成 GLCm, R) 的 一 个 团子 群 ， 称 为 实 正 交 群 ， 简 称 为 正 交 
群 ， 记 为 0Cm)。 不 难 证 明 它 是 一 个 紧 李 群 ， 且 有 


gEOm) < 和 -> 9T。9=09。9 =7n， gE CLm, R). 


车 < ，> 是 反对 称 的， 由 GLCV) 中 令 < ，> 不 变 的 元 素 组 成 
的 子 群 叫做 复 座 群 ， 记 为 SpCV) 。 由 线性 代数 知识 可 知 ，dim V 
一 定 是 偶数 。 设 人 = 27， 项 在 立 中 存在 一 组 基 ee，…，,emn， 满足 


<eiyen+ri>= 一 《eniyei>=] (1 =1,*,7), 


(23) { ese1>=0, 车,! 不 满足 上 述 条 件 。 
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如 时 我 们 仍 拒 GLCVY7 中 元 素 9 在 上 述 基 下 的 矩阵 记 为 9， 则 不 


难 验 证 ;: 
(24) gESp(V) > 9 Jn9 = Jns 
0 in 
其 中 | ) 
— Tn 0 


SpCV) 


令 SpP(n,C)={9EGL(Om,C); "9gJn9=Jn(m=2n)},， 则 : 
与 SpGm C) 之 间 存 在 自然 同 构 。 今 后 对 这 两 个 群 也 不 加 区 别 ， 均 
称 为 复 辛 群 ， 

现在 讨论 复 辛 群 的 李 代 数 sp(2,C)。 任 取 XEspGnC)， 令 
9 二 ExptX (ER)， 注意 到 

AExp XA !'=Exp(AXA-') 以 及 (Exp X)T= ExpX!, 


因此 有 
gt Jng 一 Exp(tX) Tn Exp txX = ns 


或 者 Jrn'Exp(tX)? ,= Exp(— txX), 
即 ExptCJa! XJ],) = Expt( ~ X), 
所 以 ， 我 们 得 知 

(25) XEsp(nC) > XTJ1n+1aX=0。 
将 XX 写 成 分 块 形式 ， 


出 条 件 (25) 等 价 于 

x (六 espn,c < 人 > X2= Xi, Xs= XE, 

Xs X, XT+X,=0。 
所 以 
(* ”7 X(t=1,2,3) 是 nx7n 复 第 阵 ， 
sp(n,C) = 3S 
Xs 一 Xi Xs,Xs 是 对 称 的 

例 4 设 V 是 一 个 n 维 西 空间 ，( ，) 是 其 上 定义 的 正定 Her-. 
mite 型 (也 称 为 西 积 )。 则 GL(V) 中 所 有 令 ( ，) 不 变 的 元 素 全 
体 组 成 它 的 一 个 闭 子 群 , 称 为 酉 群 , 记 为 UCn)。 容 易 看 出 ，U (nm) 
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起 一 个 深 群 。 

现在 讨论 与 之 相应 的 矩阵 群 。 众 所 周知 ， 在 V 中 存在 标准 正 
克基 (或 称 为 西 基 )@1,*…, en， 我 们 也 将 gE GL(CV) 与 它 在 此 基 下 
的 矩阵 用 同一 记号 9 表示 。 则 容易 验 湛 ， 


gEUnN) <—> 7T。I=09。7T=J，，。 


换 旬 话说 ，g EU(n) 当 且 仅 当 g9 是 一 个 西 算 了 泗 。 因 此 ， 所 有 7 阶 
西 和 矩阵 组 成 的 李 群 与 Um) 同 构 ， 今 后 也 不 加 区 别 ， 通 记 为 
Un), 

类 似 于 正 交 群 的 情况 ， 可 证 中 的 李 代数 由 所 有 " 阶 斜 Her- 
mite 年 阵 组 成 。 

上 述 这 些 杰 群 ， 在 李 群 理论 中 占有 非常 重要 的 地 位 ， 它 们 是 
李 群 的 典型 实例 ， 应 用 十 分 广泛 ， 一 般 统称 为 典型 群 。 

在 本 节 的 最 后 ， 我 们 愿意 指出 ， 李 代数 本 身 也 是 一 种 具有 独 
立 研究 价值 的 数理 模型 。 我 们 可 以 独立 于 李 群 ， 给 出 下 列 抽象 李 
代数 的 定义 。 

定义 设 9 是 一 个 实 ( 复 ) 同 量 空 z 间 ， 在 9 上 定义 一 种 新 的 运 
算 [ ，]，9 x9 一 9， 称 之 为 括 积 ,满足 (6) 式 中 条 件 D)，2) 和 3) 
这 样 一 个 代数 体系 ， 我 们 称 之 为 实 ( 复 ) 数 域 上 的 (抽象 ) 李 代数 。 

进一步 推广 之 ， 我 们 还 可 以 研究 一 般 域 上 的 李 代 数 。 抽 象 李 
代数 的 研讨 是 近世 代数 学 中 一 个 蓬勃 开展 的 领域 ， 而 且 还 和 许多 
其 他 领域 相辅相成 ， 相 得 益 朝 ( 注 ， 把 Sophus Lie 原 来 叫做 无 穷 
小 群 的 数理 结构 改称 为 李 代 数 ， 而 且 指 出 抽象 李 代 数 应 该 具有 独 
立 研讨 的 价值 ， 乃 是 互 .Weyl 的 远见 )。 


$2 基本 定理 


在 上 一 节 中 ， 我 们 通过 对 单 参数 子 群 的 探讨 ， 运 用 常 微分 方 
程 组 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 来 达成 了 李 群 结构 的 线性 化 ， 从 而 
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对 于 每 一 个 李 群 G， 作 出 了 它 的 李 代 数 8， 它 是 一 种 具有 (6) 式 

中 性 质 1), 2) 和 3) 的 括 积 的 线性 空间 。 再 者 ， 设 4，Gi 一 Gs 是 

一 个 由 G1 到 G 的 可 微 同 态 映射 。 gg 分别 是 CG 和 Gs 的 李 代 

数 ， 眼 下 我 们 可 以 采用 它们 是 单 参数 子 群 的 身份 来 郑 虑 。 对 于 任 

给 XE9g，9x: 民 一 CGI 是 Gil 的 相应 的 著 参 数 子 群 ， 则 显然 
(26) ho gx RG>0, 


是 Gs 中 的 一 个 单 参数 子 群 ， 所 以 唯一 存在 一 个 8(X)Egs， 使 得 
(ho By) (i) = Dix,(t), 

改 用 指数 映射 的 符号 来 写 ， 就 是 ， 存 在 一 个 由 4 诱导 出 来 的 李 代 

数 同 态 ( 即 ， 保 持 括 积 不 变 的 向 量 空间 的 同 态 )h，91->98。， 使 得 

下 述 图 解 是 可 换 的 。 


G1 一 > GC， 

其 中 h Exp(tX) =Explt*h(X)) ,上 面 的 结果 说 明 % 也 就 是 的 线 
性 化 。 总 之 线性 化 的 过 程 就 好 象 给 所 有 的 李 群 和 李 群 之 间 的 各 种 
可 微 同 态 所 组 成 的 范畴 (category) 照 了 一 张 集体 照 。 一 个 李 群 G 
的 像 就 是 它 的 李 代 数 9, 而 一 个 可 微 同 态 h ， G1 一 G,( 以 后 我 们 简 
称 为 李 群 的 同 态 ) 的 像 就 是 它 所 诱导 而 得 的 李 代 数 同 态 .91 一 9;. 
不 言 而 喻 ， 李 代数 及 其 同 态 这 个 范畴 在 本 质 上 是 远 比 李 群 及 其 同 
态 那个 范畴 较为 初等 的 事物 。 因 此 ， 这 张 “ 集 体 照 ”当然 是 研讨 
李 群 及 其 同 态 这 个 范畴 的 好 工具 。 但 是 这 个 工具 用 处 的 大 小 可 就 
要 看 这 张 “ 集 体 照 ”的 “传真 度 ? 有 多 高 了 ， 亦 即 它 究竟 有 反映 了 原 给 
事物 结构 的 多 少 成 份 ? 这 也 就 是 本 节 所 要 探讨 的 课题 .* 我 们 将 如 
何 着 手 来 研讨 这 个 问题 呢 ? 且 让 我 们 先 把 目前 的 情况 分 析 一 下 。 

分 析 ” 中 国有 名 老话 ，“ 前 事 不 忘 ， 后 事 之 师 。” 所 以 我 们 
不 妨 先 回顾 一 下 前 面 一 节 进 行李 群 线性 化 的 手法 ， 那 就 是 由 单 参 
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数 子 群 的 探讨 入 手 ! 这 就 启示 着 应 该 进一步 去 研究 一 个 李 群 的 高 
维 子 群 ( 即 维 数 大 于 1 者 )、 

定义 ” 设 G 是 一 个 李 群 。 它 的 一 个 子 流 形 全 称 为 是 G 的 李子 
群 (Lie subgroup)， 沙 

1) 五 是 一 个 (抽象 ) 子 群 ， 

2) 石 本 身 是 一 个 拓 扩 群 。 

注意 : 子 流 形 的 定义 并 不 要 求 它 是 CG 的 闲 子 集 ! 我 们 在 附录 
二 中 还 会 说 明 采 用 这 种 定义 的 原因 . 

设 妃 是 G 的 李子 群 , 它 自 然 是 一 个 李 群 。 设 9 是 五 的 李 代 数 ， 
则 不 难 证 明日 是 9 的 李子 代数 ( 亦 即 :在 括 积 之 下 封 财 的 线性 子 空 
间 ，[9,9bj]Cb)。 在 上 一 闻 中 ， 我 们 研 这 的 菇 本 问题 就 是 单 参数 
子 群 的 存在 性 和 唯一 性 。 很 自然 的 ， 我 们 现在 所 要 研讨 的 基本 问 
题 就 是 下 面 所 述 的 李子 群 的 存在 性 和 唯一 性 问题 ; 

问题 “对 于 9 中 的 任 给 李子 代数 b， 是 否 一 定 存在 一 个 连通 
李子 群 万 ， 以 9 为 其 李 代 数 ? 这 样 的 连通 李子 群 是 否 唯一 ? 

上 述 问 题 的 答案 又 是 肯定 的 ， 这 就 是 Sophus Lie 在 李 群 论 
中 首先 建立 起 来 的 基本 定理 。 在 下 面 的 证 明 中 可 以 看 出 ， 其 证 明 
的 主要 途径 也 是 上 一 市 的 一 个 直接 推广 . 

基本 定理 设 G 是 一 个 李 群 ， 对 于 G 的 李 代 数 9 的 任何 一 个 
李子 代数 0b， 存 在 有 唯一 的 一 个 CG 的 连通 李子 群 态 ， 使 得 下 述 图 
解 是 可 交换 的 。 

hig 


?| I 


HCG 
] 正 设 X,, XXXmn 是 操 景 子 空间 D 的 任 取 的 一 组 基底 ,我 
们 现在 采用 它们 是 G 上 的 左 不 变 癌 是 场 这 种 身份 。 则 它们 在 C 的 
每 一 点 9 的 切 空 间 中 张 成 一 个 子 空 间 ， 亦 即 多 (9) = span{ Xi(9)， 
e000, Xin) 其 中 X;(9) 表 示 朵 量 场 Xi 在 9 点 的 值 。 这 种 在 
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每 点 的 切 空 间 中 取 定 一 个 n 维 子 空 闻 吧 做 G 上 的 一 个 由 维 分 布 

《distribution)。 本 质 上 ， 它 可 以 说 是 向 量 场 的 高 维 推广 。 因为 
Xi 去 :和 m) 都 是 左 不 变 的 ， 即 dla。 (Xi;(9)) = 针 ;(49)， 所 以 由 
它们 所 张 成 的 分 布 多 也 是 左 不 变 的 , 即 dia( 多 (9))= 驴 (ag)。 再 
者 ， 因 为 = span{XXi1 ,Xs ,Xm} 是 个 李子 代数 ,所 以 [XX;,X ;J 
(1 过 i,7 声 mW) 总 是 可 以 用 XX1;…,Xn 的 适当 线性 组 合 加 以 表达 ， 
这 就 说 明了 上 述 分 布 多 满足 Frobenius 定理 中 的 可 积 条 位 。 所 以 
存在 车- 一 个 叭 一 的 相应 于 儿 的 极 大 积分 子 流 形 ， 它 通过 单位 元 素 
e ， 以 太 表 之 (参看 附录 二 )，。 

现在 证 明石 是 一 个 连通 子 群 。 设 是 吉 中 的 任意 元 素 。 因 为 
劝 是 左 不 变 的 ， 所 以 局 -1 已 = 万 当然 也 是 乡 的 一 个 极 大 . 
积分 子 流 形 。 由 定义 ，ecp- li， 万 ， 即 ji ,万 也 是 过 e 点 的 ， 
由 极 大 积分 子 流 形 的 唯一 性 即 得 h-'。HH=H。 但 是 tt 是 任意 的 、 
所 以 
Ho。H= (J).H=H. 


heH 
这 也 就 证 明了 万 是 一 个 连通 子 群 。 | 
现在 让 我 们 把 上 面 对 于 李子 代数 和 李子 群 的 结果 进一步 推广 
到 同 态 的 情况 。 
基本 定理 的 推论 。 设 C, 是 一 个 单 连 通 李 群 ，G* 是 一 个 连通 
李 群 。91,92 分 别 是 Gi 和 Gs 的 李 代 数 ， 则 对 于 任 给 的 李 代数 同 
态 ，91: 习 9:， 存 在 一 个 唯一 的 李 群 同 态 h，G1>G:， 和 使 得 下 述 . 
图 解 可 换 。 
9， 一 > 9， 
| | 
G， 一 > 0G, 
证 ”要 把 上 述 关 于 同 态 的 问题 归于 业已 解答 的 子 群 的 情形 ， 
常用 的 手法 是 把 《上 映射 ”转换 为 它 的 图 象 (graph)， 其 具 体 做 法 : 
36 


下 ， 

令 TT() = {CX1, 8CXD) XLIEQ}CI XG, JT) 是 91 x 
92 的 李子 代数 。 而 91 x g。 显然 就 是 Ci; x Gs 的 李 代 数 ， 所 以 ， 由 
基本 定型 可 知 ， 在 Gi x Gs 中 存在 一 个 唯一 的 连通 李子 群 K， 使 
得 下 列 图 解 可 换 。 


9iXgs 


名 


在 上 述 图 解 中 ,所 有 垂直 向 下 的 映射 都 是 Exp。 再 者 ,因为 三 CA) 
->g: 是 一 个 李 代 数 的 同 构 ， 所 以 相应 的 映射 KK 一 Gl 是 一 个 覆盖 
辣 态 (参看 附录 三 )。 但 G| 是 单 连通 的 ， 因 此 这 个 由 KK 到 G, 上 的 
间 态 必须 是 同 构 ， 它 的 逆 上 映射 自 然 是 由 G1 到 天 上 的 同 构 。 把 它 
与 到 Gs 的 同 态 喘 射 组 合 ， 便 得 出 所 求 之 由 G1 到 Gs 的 同 态 人， ， 
它 与 可 换 是 显然 的 。| 

利用 基本 定理 ， 我 们 还 可 以 证 明 下 列 重要 定理 。 

定理 2 设 G 是 一 个 李 群 ， 玉 是 G 的 一 个 (抽象 ) 子 群 。 假设 
日 是 G 的 一 个 闭 子 集 ， 则 在 及 上 存在 唯一 的 可 微 结构 ， 使 得 石 是 
G 的 一 个 拓扑 李子 群 。 

定理 证 明 的 思路 是 这 样 的 ， 设 9 的 G 的 李 代 数 。 令 
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bb={XE9G; ExptXEH， 对 所 有 1ER). 
利用 (7) 式 证 明 9 是 9 的 李子 代数 (这 里 要 用 到 闲 性 )。 由 基本 定 
理 ，CG 中 有 一 个 连通 子 群 HH*， 它 的 友人 代数 是 bb 显然 H*CH.， 
进一步 可 以 证 明 ， 著 万 取 G 的 相对 拓扑 ， 且 记 妃 的 单位 元 连通 分 
支 为 召 ， 则 作为 拓扑 群 ，H* = 互 o。 从 而 得 出 定理 的 结论 。 详 细 
证 明 可 参 看 [ 3 ]. 

注 1) 对 于 任 给 连通 李 群 G ,都 存在 唯一 的 一 个 单 连通 现 盖 
群 G6->G。 上 述 履 盖 同 态 的 核 (kernel) 是 全 中 的 一 个 离散 正规 子 
群 ,由 附录 三 可 知 ， 这 样 的 正规 子 群 必定 包含 在 各 的 中 心 子 群 之 
中 ， 

2) Ado 定理 证 明了 任何 (有 限 维 ) 抽 象 李 代 允 部 可 以 与 某 个 
gl(n,C) 的 一 个 适当 的 李子 代数 同 构 。 田 此 可 见 34 象 李 代 数 都 可 
以 实现 为 一 个 李 群 的 李 代 数 ! 

3) 综合 上 述 两 点 ， 即 可 推论 得 出 所 有 有 限 维 李 代数 及 其 同 
态 和 所 有 单 连 通 李 群 及 其 同 态 之 间 的 一 -- 在 上 的 对 应 。 换 句 话 
说 ， 当 我 们 局 限于 单 连通 李 群 和 它们 之 间 的 同 杰 这 个 子 范畴 时 ， 
用 线性 化 手法 给 它们 照 的 “集体 照 ” 是 完全 忠诚 (faithful) 的 。 


最 后 我 们 举 两 个 有 关 覆 盖 同 态 的 例子 。 
例 5 (R!, + ) 和 (CS!,。) 都 是 一 维 可 换 连 通 李 群 。 它们 的 李 


ez?"int ，mEZ。 但 是 S 到 Ri! 的 唯一 同 态 是 把 所 有 元 素 都 映射 
到 零 者 (这 个 事实 请 读者 自 证 之 )。 上 述 现象 的 基本 原 因 是 ， RR 
是 单 连通 的 ， 但 是 S: 则 不 是 单 连通 的 。 
例 6 ”在 第 一 章 定 理 8 的 证 明 中 ， 我 们 业已 指出 Ss 的 伴随 表 

示 就 是 S3->SO(3) 室 St+t1T) ， 即 把 qESs 映射 到 由 X 一 gx9-1 

(XEQQR') 在 与 实 轴 型 直 的 Ri 上 所 诱导 的 正 交 变换 。 这 也 就 
是 说 SI 一 SO (C3) 是 5003) 的 覆盖 群 。 所 以 它们 的 李 人 代数 是 同 构 
的 。 但 是 不 存在 SO0(3) 到 Ss 的 非 平 凡 同 态 。 其 基本 原 因 也 是 在 
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于 Ss 是 单 达 通 的 ， 而 x1(S0(3)) 避 2Z,。 


本 题 
1. 证 明 ， 当 X,Y 是 左 不 变 问 量 场 时 ，[X,Y] 也 是 一 个 龙 
不 变 向 量 场 。 
2. 验证 本 人 革 (6) 式 中 所 述 的 括 积 的 三 个 性 质 ， 
3. 对 于 矩阵 群 ， 验 证 本 章 的 (7) 式 。 
4. 设 玉 CG 是 6 的 一 个 李子 群 ，9,b 分 别 是 G 和 瑟 的 李 代 
数 ， 求 证 b 是 9 的 李子 代数 . 
5， 利 用 指数 映射 证 明 每 一 个 李 群 G 都 有 一 个 单位 元 6。 点 
的 邻 域 ， 它 不 包含 任何 不 等 于 {e} 的 子 群 。 
6. 证 明 由 S03) 到 5 的 同 态 是 平凡 的 。 
7. 设 G 起 GL(4, 民 ) 中 下 列 元 素 组 成 的 李子 群 
cosy siny 0 a 
—siny cosy 0 bp 
0 0 1 » 
0 0 0 1 
求 它 的 李 代 数 9Cgl(4,R)， 
8. 在 和 矩阵 群 中 ， 还 有 几 种 十 分 重要 的 群 ， 
SU(n) = Un) SLCnC)， 
SOQn) = O(n) {SL , R), 
Spn) = Sptn,C) (NUC2n)., 
丛 证 它们 都 是 紧 致 过 通 李 群 ， 并 求 出 它们 的 李 代 数 。 


(a,Pp,E R), 
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第 三 章 ”伴随 变换 的 几何 


一 个 可 交换 的 群 ， 它 的 结构 是 相当 简单 的 。 例 如 ， 所 有 有 限 
生成 的 可 交换 群 具 有 十 分 简单 的 结构 定理 。 任何 连通 可 换 李 群 都 
是 向 量 加 群 除 以 一 个 部 分 格 点 子 群 的 商 群 。 因 此 ， 群 论 的 重点 在 
于 群 的 “不 可 交换 性 ”的 研讨 ， 什 么 是 一 个 群 G 的 不 可 交换 性 呢 ? 
一 个 直截了当 的 提 法 就 是 ， 一 个 群 G 的 不 可 交换 性 就 是 下 述 伴随 
变换 : 

(1) Ad，Gx G-G，(g,xz)Fygxg-l。 

也 就 是 说 将 群 G 表 示 成 作用 在 其 本 身上 的 共 罗 (内 ) 自 辐 构 群 的 这 
个 变换 映射 ， 例 如 上 述 变 换 群 是 平凡 变换 群 的 情形 就 说 明 G 是 交 
换 群 。 再 者 ， 车 G 是 一 个 李 群 ， 则 其 伴随 变换 就 是 一 个 可 微 变换 
群 ， 它 的 几何 结构 可 以 说 是 整个 李 群 论 的 枢纽 。 这 也 就 是 本 章 所 
要 讨论 的 中 心 课 题 。 


1 伴随 变换 与 伴随 表示 


伴随 变换 Ad， G xG->G 把 每 一 个 ooEC 表 示 成 一 个 CG 本 身 


的 (内 ) 自 同 构 
0g: G-”»G, Og(xX) = 9X0- 1. 


轩 此 ， 相 应 地 就 有 它 在 李 代 数 8 上 所 诱导 而 得 的 自 同 构 Ad(g)，g 
~>g， 即 下 图 是 可 换 的 ， 
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(2) g(xptX)g"!=Exp(t Ad(g)X), XEQLER, 

让 上 述 9 在 C 中 变动 ， 就 得 到 一 个 同 态 

(3) Ad: G—GL(9), 

甩 仇 GG 的 伴随 妾 示 ， 再 者 ， 上 述 同 态 又 进而 诱导 出 下 述 的 李 代 数 
间 态 ad，9->g1(9)， 使 得 下 图 可 交换 ， 


9 一 > gl(g) 
(4) | | 
G >GL(9) 
亦 即 Ad(Expsy) = Exp(seadY), YEg, s€ER. 


在 本 质 上 ,上 面 所 做 的 就 是 对 于 伴随 变换 映射 AdCg,x) = gx9g-: 这 
个 “二 变数 "映射 进行 逐步 线性 化 。 换 甸 话 说 ;人 先 把 x 代 [ 以 ExptX， 
就 可 以 把 x 这 个 “变数 ”线性 化 而 得 
g(xptX)g := Exp(t Ad(g)X). 
第 二 步 再 把 g 代 以 ExpCsY)， 这 样 就 可 以 把 g 这 个 “变数 ”也 线 
性 化 了 ， 即 得 
(5) Exp(sY) :Exp(t X)°. Exp( — sY) 
= Exp(toAd(Exp sY)X) 
= Exp(t Exp(sead Y)X) 
= Exp(tX +tsCadl(Y) 针 ) + 高 阶 项 )。 
由 (5) 式 就 可 以 得 出 
(5) ”′ Exp(sY)Exp(tX)Exp( - sY)Exp(—tX) 
二 Exp(ts ad(Y)X) (精确 到 二 阶 项 )。 
但 是 在 第 二 章 的 (7) 式 中 业已 说 明 
Exp(sY)ExpCGX)Exp( ~ sY)Exp( -txX) 
二 Exp(lts[Y ,XX])〔 精 确 到 二 阶 项 )， 
这 就 证 明了 下 述 定理 : 
定理 1 ad(Y)*XX=[Y,X]。 
例 1 人 先 以 GLCV) 为 例 ， 来 看 一 看 它 的 伴随 表示 是 什么 ? 由 
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第 二 章 $ 1 中 例 1 得 知 ，GLIV) 的 李 代 数 就 是 g81C(A)S 守 CCVV)， 
而 其 指数 映射 可 以 用 畴 级 数 直 接 写 出 ， 即 ， 


二 于 


(6) Exp X=I+X +orX t+ KX + 


XEL(VIV), 


由 (6) 式 不 难看 出 ,对 于 任 给 AECV,V,X Egl(V)= (VY)， 
恒 有 


£2 tk 
(7) AExpiXA-! = A(1 +tX+ a1X 十 eoe 十 二 X 十 A! 
22 
=]+t(AXA-.') + (AXAT')® + we。 


i -lyk 
+E1CAXA ) + enue 


= Expt(AXA.!)., 
将 (7) 式 和 (C2) 式 相 比 即 得 ， 
(8) Ad(A)X = AXA-!, 

由 于 GLCOV) 缚 GL,C) (或 GL(n,R))，8g1(V) 织 MC(n,C) (或 
Mn,R))， 所 以 ， 我 们 很 容易 把 上 述 结果 改写 为 GL(n,C) 和 
GL(n,R) 的 伴随 表示 的 应 有 形式 。 

设 电 是 G 的 一 个 连通 李子 群 ，9 是 它 的 李 代 数 ， 则 Ade:，C 
一 6LC(9) 和 Ad 万 ->GL(9) 之 间 有 如 下 关系 ， 以 符 号 Adela 表 


示 线性 表示 有 CG 一 GLC9)， 则 显然 9 是 在 Adels 的 作用 下 不 
变 的 子 空间 ， 把 五 的 作用 限制 在 5 上 即 得 Adr。 
根据 定理 1， 对 任何 ZE8，adZ Eg1(9)。 由 Jacobi 恒 等 式 
可 知 ，ad Z 有 下 列 性 质 
(9) adZ:[X,Y]=[Z,[X,Y]] 
=[[LZ,X],Y]+[X,[Z,Y]] 
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=[adZse X,Y|]+[X,ad7eY |]。 
定义 ” 李 代 数 98( 作 为 向 量 空间 ) 的 一 个 线性 变换 DD 叫做 9 的 
浮子 (derivation)， 巷 
(10) DiX,Y]=[DX,Y]+[X,DY], YY X,YEV. 
我 们 用 39) 表示 9 的 所 有 导 子 组 成 的 集合 。ad ZCZE9) 自然 是 9 
的 一 个 民 子 ， 这 样 的 导 子 叫做 内 导 子 。ad(9)C3(9)。 
令 Aut(9) 表 示 9 的 自 同 构 群 ， 则 有 
命题 1 DE3(9) 当 上 且 仅 当 FxpiDEAut(9)， 
证 只 要 证 明 D[X,Y]=[DX,Y]+[XX,DY] 当 且 仅 当 
(11) (Exp th)[X,Y]= [Exp tD: X ,ExptiD:Y)] 
如 可。 由 了 xp 的 定义 ，(11) 式 两 边 对 上 在 上 =0 处 求 导 ， 就 得 出 
《10) 式 ， 另 一 方面 ， 对 任何 自然 数 &， 不 难 验 证 
ki1 


C12) DLX,Y1= 之 rirLD'X,DIY], i>0, i120, 
k 


4+j= 


其 中 D% 表 恒 等 有 映射 ， 用 (10) 式 立刻 可 由 (127? 式 推出 (11) 式 。 | 


§2 极 大 子 环 群 


从 本 节 开 始 ， 我 们 将 假设 所 讨论 的 李 群 都 是 紧 致 连通 的 而 不 
再 另外 声明 。 有 了 紧 致 性 ， 就 可 以 在 李 群 CG 的 单位 元 。 后 的 切 空 
间 9 上 取 定 一 个 在 A4CG) 的 作用 下 不 变 的 内 积 《 ，>， 即 

<Ad(g9)X,Ad(g9)Y>=<X,Y>，XrEgygEG。 
对 于 这 样 取 定 的 内 积 , 我 们 再 任 取 9 的 一 组 标准 正 交 基 {X,; 1 
过 n}， 即 XX1,X 半 >=65,;;。 然后 ， 我们 再 用 左 平移 把 {X;;1 专 
< } 分 别 扩 张 成 G 上 左 不 变 向 量 场 ， 而 且 依 然 用 符号 XX; 记 之 ，。 
这 样 就 可 以 唯一 地 在 G 上 的 每 点 的 切 空 间 上 都 取 定 内 积 ， 使 得 
{Xi;《X)， 1<: 委 ”2)} 恰 为 在 x 点 的 切 空间 的 标准 正 交 基 。 这 也 就 
在 流 形 G 上 建立 了 一 个 黎 曼 空间 的 结构 。 由 正 交 问 量 场 组 (Xi3 
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1<! 丢 对 的 左 不 变性 容易 看 出 :所 有 左 平移 都 是 这 个 黎 曼 空间 的 
保 长 变换 。 再 者 ， 由 于 在 8 上 的 内 积 是 Ad(G) 不 变 的 ， 不 难 验 证 
所 有 布 平移 也 是 它 的 保 长 变换 。 令 9(a) 为 C 在 a 点 的 切 空 间 ， 
9(2) =9。diudre 分 别 是 左 , 右 平移 lssrs 在 切 空间 之 间 所 诱导 的 
线性 映射 ， 则 有 下 列 可 换 图 解 ， 


9 (a) 


dra 
9 
“NN A 
dle 
9 


其 中 aa-lxa = xa. 因 为 di。 和 Ad(a 1!) 都 是 保 长 的 ,所 以 dr。 也 是 
保 长 的 。 因 此 ， 从 本 节 开 始 ， 我 们 总 是 假定 一 个 梭 致 连通 李 群 C 
具有 一 个 在 左 ' 布 平移 下 都 保 长 的 黎 曼 结 构 而 不 再 男 加 声明 。 妆 
然 ， 伴 随 变换 Ad，G xG->G 对 于 上 述 黎 曼 结构 而 言 也 是 一 个 保 
长 变换 群 ， 本 章 的 主要 课题 就 是 要 研讨 这 个 保 长 变换 群 的 轨道 结 
构 的 几何 (the geemetry of orbit structure)， 人 简称 为 轨 几 何 (or-- 
bital geometry)。 一 个 群 C 的 伴随 变换 的 轨道 就 是 它 的 共 久 类 ， 
所 以 伴随 变换 的 轨 几 何 了 出 就 是 共 轿 类 的 几何 。 

分 析 

先 拿 几 个 实例 来 分 析 一 下 它们 的 共 轿 类 几何 。 例 如 在 第 一 章 
定理 8 的 证 明 中 ， 我 们 就 分 析 了 5 这 个 紧 致 李 群 的 共 轿 类 几何 . 
其 结果 为 ，S* 中 的 任何 共 罗 类 都 和 S' 垂直 相交 ,而 且 和 半 因 {6e1? ， 
0<<0 志 7} 上 只 交 于 一 点 ; 再 者 ， 含 有 e' 的 共 狐 类 的 面积 是 "sia'0， 
其 中 6 是 一 个 常数 。 上 述 关于 共 斩 类 几何 的 结果 在 S 的 所 有 复 不 
可 约 线性 表示 的 分 类 中 起 了 决定 性 的 作用 。 

现在 让 我 们 再 以 U(n) 为 例 ， 来 看 一 看 它 的 共 应 类 几何 ,在 
线性 代数 中 有 一 个 瘤 知 的 事实 任何 酉 矩阵 4 在 U(m) 中 可 以 对 
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角 化 。 换 名 话说 ， 存 在 适当 的 9gEU(mD， 使 得 9409-1 为 一 个 对 
角 丁 矩阵。 令 
f / eig 1 | 
cio 2 


eis 中 


(13) | ) ee 


为 所 有 7 阶 对 角 丁 矩阵 所 组 成 的 子 群 ， 它 同 构 于 地 个 8 的 直 积 ， 
称 之 为 秩 n 的 环 群 (torus of rank nm) 。 则 上 述 事 实 的 另 一 说 法 是 
7 和 42) 中 的 任何 共生 类 都 相交 。 再 者 ， 设 了 是 U(n) 中 的 
个 任 给 的 子 环 群 。 我 们 可 以 把 7 CCU) 想 成 一 - 个 人 的 作用 在 
C ”上 的 西 表示 ，el…，en 是 C" 相 应 的 西 基 。 因 为 T 是 可 换 的 ， 
而 任何 可 换 群 的 不 可 约 复 罕 示 都 必须 是 一 维 的 ， 所 以 必 存 在 一 个 


C" 的 正 交 分 解 ， 
C”"= Vi 中 YY 中 … 中 V， 


其 中 Vi 都 是 复 一 维 的 站 -不 变 子 空间 . 在 每 个 V, 中 各 取 一 个 
单位 长 向 量 Gal。 令 Ae;=ai(i=1,…,n)， 则 A 是 一 个 西 变换 ， 
县. 不 难看 出 
《LI4) A-'T’ ACT"*. 

亦 即 VCn7> 中 的 任 给 予 环 群 都 共 固 于 T* 中 的 一 个 子 群 ， 所 以 T" 
当然 是 CCz) 中 的 一 个 极 大 子 环 群 ， 而 且 U G7) 中 的 任 给 的 极 大 子 
环 群 都 和 了? 共 斩 ! 

基于 上 述 分 析 ， 很 自然 就 要 问 一 问 ， 上 面 这 个 关 于 LVCmD) 的 
共和 因 类 几何 和 子 环 群 的 基本 结果 是 否 可 以 推广 到 所 有 的 紧 致 连通 
李 群 呢 ? 于 .Cartan 在 李 群 论 方面 的 重要 贡献 之 一 就 是 下 述 极 大 
子 环 群 定理 : 

定理 2 ” 设 G 为 一 个 紧 致 连通 李 群 ，7 为 其 中 任 一 极 大 子 环 
群 ， 则 全 和 G 的 任何 共 恩 类 都 一 定 相 交 G 中 的 任何 极 大 子 环 群 
都 和 人 丁 共 罗 。 

证 ”我们 把 证 明 分 成 几 步 来 做 ， 
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1) 设 耻 是 G 的 一 个 极 大 子 环 群 。 我 们 将 G 的 伴随 变换 Ad， 
Gx GG 和 伴随 表示 Ad，G x 9 一 9 分 别 限制 到 和 上, 即 得 Adir; 
TxG>G 和 Adlr:; Txg9。 则 显然 有 : 人 在 Adir 的 作用 下 
每 点 都 固定 不 动 ， 而 且 对 于 上 的 任意 一 点 t，Adiz 在 1 点 的 
CG 的 ) 切 空间 9() 上 所 诱导 的 线性 表示 都 和 Ad|z， Tx 9-*9 等 
价 ( 其 实 ， 山 ,，9->4(t) 就 是 等 价 同 构 )， 

因为 任何 可 换 群 的 不 可 约 复 表示 都 必须 是 一 维 的 ， 不 难 由 此 
推论 而 得 ， 任 何 环 群 的 非 平凡 实 不 可 约 表 示 都 是 二 维 的 ， 所 以 
Adjz 可 以 分 解 如 下 ， 即 


(C15) Adlr = 维 平凡 表示 外 之 )?;。 
相应 地 ，9 就 分 解 成 不 变 子 空间 的 直 和 
(16) g = R*OD > R94), 


其 中 R*CO9,) 是 非 平 凡 表 示 ?1， TS0C2) 的 表示 空间 。 由 T 的 可 
换 性 容易 看 出 上 述 R* 包含 TT 的 李 代 数 9， 再 由 了 的 极 大 性 就 呆 
扬言 R* 各 9b。 要 不 然 ， 就 可 以 找到 一 个 包含 而且 比 了 更 高 维 的 
可 换 李 子 代 数 ， 再 用 基本 定理 即 得 G 中 一 个 包含 了 而 且 比 了 高 维 
的 可 换 连 遂 子 群 ， 它 的 闭 包 T” 当 然 是 一 个 包含 而且 比 TT 高 维 
的 子 环 群 ， 这 就 和 荆 的 极 大 性 相 了 予 盾 ， 所 以 R* =b。 今 后 称 日 为 
9 和 的 Cartan 子 代 数 ， 

2)〉 因 为 ?;，T->S0(2) 都 是 非 平凡 的 ， 所 以 kerG9i) 都 是 了 


中 的 低 一 维 子 群 。 因 此 ，| jkerCp1) 志 7T， 而 且 不 含 TT 中 的 任何 


非 空 开 集 。 任 取 toET\ | jkerC?,), 令 GCGi 是 加 在 G 中 的 中 心 


化 子 ， 即 ，G4。= {9E€G; 9tog -=tj， 它 自然 是 C 的 一 个 子 群 ， 
记 G4 表示 由 G4 的 单位 元 连通 分 文 所 组 成 的 连通 子 群 ，gt 是 
Ci 的 李 代 数 (注意 ， 这 里 的 316 不 表示 C 在 b 所 的 切 空 间 ， 也 
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就 是 说 94, 计 9(to))。 由 中 心 化 子 的 定义 ,显然 有 G4, 二 TTT, 我 们 要 
证 明 Gi, = 工 , 设 XEg;。 是 其 中 任 给 元 素 , 则 ExpCsX)EGY,, 亦 即 
(17) ExpsCAd(t0)x) =to(Exp sX)to! = Exp sX, sER, 


因此 ，Ad(t)X=X。 由 于 ET\【 jkerC?;)， 这 只 有 在 XE 


(和 RE) 时 才 可 能 ， 所 以 gl =b 63 = 了 了 。 
3) 今 G(4o) 表 示 过 i 点 的 Ad(G)- 轨 道 ， 也 就 是 包含 to 的 共 
固 类 。 显 然 ，G (to) 宇 G/G 4,( 作 为 流 形 )、 所 以 


C18) dim G (to) = dim G\G1,= dim G — dim TT， 
亦 即 
C18’) dim G(t,) + dimT = dim G, 


再 者 ,在 Adly 的 作用 之 下 ,to ET 是 一 个 不 动 点 ，G (to 和 TT 则 分 
别 是 不 变 子 流 形 ， 它 们 相交 于 H 点。 因此 ，Adlr 在 定点 40 处 关 
于 G 的 切 空 间 8(io) 上 所 诱导 的 线性 表示 当然 也 就 有 两 个 不 变 线 
性 子 空间 ， 那 就 是 开 在 5 点 的 切 空间 和 G(Go) 在 点 的 切 空 间 。 
再 者 ， 在 1 中 我 们 也 已 指出 ;可 以 用 dt 把 表示 (CT ,9) 与 
《9(a%)) 两 者 等 同 起 来 ， 所 以 有 


(19) g(t0) = RD > ROG:). 


在 上 述 分 解 式 中 ， 显 然 R*=9 就 是 那个 下 在 刀 4 点 的 切 空 间 ， 而 
SRz(pi) 就 是 那个 Go) 在 与 点 的 切 空 间 ( 因 为 丰 对 于 G(to) 在 


t。 点 的 切 空间 的 作用 不 可 能 含有 任何 非 零 的 不 动向 量 . 不 然 的 话 ， 

就 窑 易 推出 了 并 非 是 极 大 子 环 群 )。 所 以 G (to) 和 全 在 点 正 交 ) 
4) 现在 我 们 就 容易 运用 前 述 的 G 上 的 黎 曼 结构 来 完成 本 定 

理 的 证 明 ， 

先 介绍 两 个 有 关 歼 曼 几 何 的 结论 ， 读 者 可 参看 [7.]。 

(a) 在 任何 黎 曼 访 形 中 ， 保 长 变换 群 的 不 动 氮 子 集 总 是 一 个 
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全 测 地 子 流 形 (totally geodesic submanifoldyG@ 。 

(b) 梭 致 连通 黎 坚 空间 M 的 任何 两 点 之 间 都 存在 有 连结 这 两 - 
点 的 极 短 测 地 线 。_ 

令 FCT,G) 是 Adlz 在 G 上 作用 的 不 动 点 子 集 ， 则 不 难看 出 ， 
了 是 F(T,G) 的 一 个 连通 分 支 ( 其 实 T=F(T,G)， 但 是 这 一 点 的 
证 明 要 用 到 本 定理 ， 参 看 推论 4)。 由 (al)， 了 是 G 的 一 个 全 铀 地 
子 流 形 。 


CC4b) GY) 


设 CC 是 CG 中 的 一 个 任 给 的 共 斩 类 。 因 为 CC 和 CC(0) 是 
GC 中 的 两 个 紧 致 子 流 形 、 所 以 不 难 用 (b) 证 明 存 在 一 条 连结 于 两 
者 之 闻 的 极 短 测 地 线 。 它 显然 与 G6(to) 和 GC 都 是 正 交 的 (利用 极 
知性 即 可 证 明 )。 设 这 样 一 条 测 地 线段 ? 的 端点 分 别 是 ZECG(Cto》 
和 yiEG(Y)， 设 = 9tog”!、 我 们 可 以 把 上 述 测 地 线 展 7 用 共生 
Ad(9g-99 这 个 保 长 变换 加 以 搬 动 ， 即 得 7 = Ad(g-57y。 它 是 一 条 过 
tf 点 ,垂直 于 Go) 的 测 地 线段 ,而 且 以 gm = 9-'y1g EG(V) 为 其 男 一 
端点 。 再 者 ， 因 为 ?和 TT 相 切 (这 是 由 于 了 PLGGD) 有 TDLG(t)Y》 
面 人 又 是 个 全 囊 地 子 流 形 ， 所 以 了 CT， 这 就 证 明了 TT 与 G(y) 至 
少 弯 于 一 点 ， 例 如 ; yo， 但 是 G0) 是 任意 一 个 共 罗 类 ， 这 也 就 证 


由 全 测 地 子 流 形 的 定义 是 ， 其 上 任 一 点 沿 它 的 任 一 个 切 方 向 所 定 的 外 在 流 形 旋 
测 地 线 都 包含 在 子 流 形 之 内 。 
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月 了 TT 和 G 中 的 任何 共 罗 类 都 相交 ，。 

5) 设 太 是 G 中 任 给 的 另 -- 极 大 子 环 群 。 我 们 可 以 在 了 中 取 
一 个 元 素 tt， 使 得 它 所 生成 的 子 群 <t》 在 Ti 中 到 处 稠密 ， 亦 即 
《<i> =T。 由 4 可 知 ， 存 在 9EG， 使 得 9t19-1ET, 因此 ， 

gT19-1= gt > g "1= 《960971>CT。 

再 于 7 和 人 的 极 大 性 就 可 知 07 9 =T。 | 

推论 1 一 个 紧 致 连通 李 群 G 的 所 有 极 大 子 环 群 的 维 数 相 同 
(因此 ， 我 们 可 以 定义 G 的 秩 为 它 的 极 大 子 环 群 的 秩 ， 也 就 是 它 
的 维 数 ， 记 为 rank G = (= dim 丁 ))。 

推论 2 G 的 一 个 子 环 群 了 是 极 大 子 环 群 的 充 要 条 件 就 是 它 
-和 CGC 中 的 任何 共 连 类 都 相交 。 

推论 3 设 ?,y 是 G 的 任 给 的 两 个 线性 表示 ， 7 是 6 的 任 一 极 
大 子 环 群 。 令 旭 Jr，Te=G 一 GL( 太 ) ,而 ?iz TGCLCV)。 则 
《20 ) VS22g， 当 且 仅 当 9|rS2z rr。 

证 显然 有 Xe|jr=Xrl， XYy|r 王 Yepiys 再 者 ， 因为 Xe 和 XX， 
都 是 在 G 的 任 一 共 罗 类 上 取 等 值 的 函数 ， 而 TT 又 和 G 中 任何 的 共 
轿 类 部 相交 ， 所 以 
. (21) Xop=Xy>Xo lr = Xylr, 
将 (21) 式 和 第 一 章 定 理 4 相 结 合 ， 就 得 出 本 推论 。 | 

推论 4 设 S 是 G 的 一 个 任 给 的 子 环 群 ，Z(S) 为 8 的 中 心 化 
子 ， 即 . 


Z(S)={9EG;9s9-!=s, 对 所 有 sES)， 
则 有 


ZCS) = JJT ;7T’DS), 


其 中 求 并 时 T’ 取 壳 G 的 一 切 包含 5 的 极 大 子 环 群 ,由 此 可 知 Z(S) 
是 连通 的 。 特 别 的 ， 一 个 极 大 子 环 群 下 的 中 心 化 子 就 是 其 本 身 。 
证 设 x 是 ZCS) 中 的 任 合 一 个 元 素 ，<x,S> 表 示 由 xx 和 3S 生 
成 的 子 群 ，《x,S> 是 它 的 闭 包 。 则 <x,S> 显然 是 C 中 的 一 个 可 换 
: 闭 子 群 。 它 自然 应 该 是 <yo> x S 这 种 形式 的 群 ， 其 中 S 二 8S 是 一 
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个 子 环 群 ， 而 9o 是 一 个 有 限 阶 的 元 素 ， 即 9? = e(m 是 某 个 正 整 
数 )。 先 取 xoES'， 使 得 S$ =<xzo>， 再 取 ES' 、 使 得 4" = xo。 
令 VY=g9go.a， 则 有 
=090*a =6*X0= Xo 
所 以 
<V> 一 <xu> = 5S, 
这 说 明 a€E<y>， 从 而 9o。 = ya-! 也 属于 <y》， 即 
Cy> =《g0>xS =<xy,S> 。 

由 和 定理 2 ， 存在 91 使 得 979i1 ET， 汞 即 y7E91179)1， 因此 x 属 
于 极 大 子 坏 群 gi1'T91。 但 是 x 是 ZCS) 中 的 一 个 任意 元 素 ， 所 以 
2Z(9) 己 (Jj{T’}, 其 中 7 取 遍 CG 的 所 有 包含 8S 的 极 大 子 环 群 。 
骨 者 ,任何 包含 S 的 极 大 子 环 群 T 自然 应 包含 在 ZC(S) 中 ,于 是 推 
论 得 证 。 | 

注 推论 4 的 一 个 特 款 诚 是 QZ(T)=T7T， 其 中 下 是 极 大 子 环 
群 。 换 名 话说 F(T ,G) = 了 。 

定义 令 NGT,G) ={1g&EG597T0-1=T)}， 称 之 为 了 在 CG 中 的 
正规 化 子 ， 令 WG) = 和 NC(T,G)/T， 称 之 为 G 的 Weyl 群 。 它 是 
个 作用 在 人 =FG7T,G) 上 的 变换 群 ， 

CC) 也 可 视 为 工 的 李 代 数 8 上 的 变换 群 。 事 实 上 ， 对 于 9E 
NCT,G)， 总 有 9T9-'=T， 即 AdCg)T=T， 所 以 ，Ad(g)bcb， 
且 下 列 图 和 解 可 交换 。 


~ 
Ad (9) 


T—>T 


1 
ExP 


Ad({g) 
b 一 一 > 日 


由 此 不 难看 出 ， 
N(T,G)= {gEG;Ad(g) bETh}, 
T=F(T,G) = {9€EG;Ad(g)|, =id}, 
换 句 话说 ，N(T,G) 也 是 0( 在 G 中 ) 的 正规 化 子 ， 而 T 则 是 8 在 
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售 / 


i 


Cc 中) 的 中 心 化 子 ， 所 以 W(G) 也 是 上 上 的 变换 群 

我 们 将 以 符号 G/Ad,9/Ad 分 别 表示 伴随 变换 群 和 伴随 表示 
的 轨道 空间 ， 即 ， 以 G/A 为 例 ，G/AS 中 的 每 个 点 都 是 由 G 中 
的 一 个 共 罗 类 所 组 成 ， 也 就 是 说 ，z: G->G/Ad 把 每 个 轨道 映 


射 到 一 点 ， 并 取 商 拓扑 。 


再 者 ， 我 们 以 T/W 和 b/W 分 别 表示 T 和 0 在 WCG} 作 用 下 
的 轨道 空间 ， 则 不 难看 出 有 下 列 可 换 图 解 。 


T—>G b 一 >9 
(22) "| "| | 
T/W—>G/Ad b/W —>9/Ad 


推论 5 在 上 述 图 和 解 中 ， 映 射 7/JW 一 G/A4 和 5/W->8/Ad 都 
是 一 一 在 上 的 映射. 

证 因为 VW 一 9/h4 就 是 T/W>G/Ad 的 线性 化 和 局 部 化 ， 
所 以 我 们 只 需 证 明 T/W 一 G/Ad 是 一 一 在 上 的 上 映射 。 

首先 ， 由 定理 2 ， 荆 和 G 中 任何 共 思 类 都 相交 ， 这 表明 T/W 
一 G/Ad 是 一 个 满 射 。 下 面 ， 我 们 要 证 明 它 也 是 一 一 的 。 这 也 就 
是 要 证 明 下 述 事 实 : 对 于 任 给 元 素 io ET，GC) 站 T=W(to)， 这 
里 厂 ( 加 表示 斩 在 你 (co 作用 之 下 的 轨道 。 显 然 有 

(23) GUNNT=GGEH NFCT,G) = F(T,G(0)). 

又 因为 GoSGV/Gt，GiDT， 而 且 显 然 有 


XG to F(T,G/G:4,) <€—>XG1 XIOTS>G :OX TY, 


所 以 我 们 只 要 证 明 ， 对 于 任 给 的 xG 1,EF(T,G/G4o)， 一 定 有 一 
个 元 素 nEN(T,G)， 使 得 xG4, =7nG4, 即 可 。 由 于 TT 和 x Tx 都 
是 G4, 的 极 大 子 环 群 ， 所 以 存在 9E Gi。， 使 得 9Tg™ = x Tx%， 
环 即 《x9g) -T(xg9) =T，xgENGT,G)， 这 就 证 明了 

xGi= (xzg)Gi，， XIgEN(T,G). | 
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3 3 权 系 、 根 系 和 Cartan 分 解 


第 二 节 中 所 证 明 的 极 大 子 环 群 定理 是 关于 伴随 变换 的 轨 几 何 
的 基本 定理 ， 也 是 整个 梭 致 李 群 论 的 枢纽 。 本 节 将 把 这 个 定理 和 
第 一 章 的 结果 相 结合 ， 为 系统 地 研讨 紧 致 李 群 的 结构 论 和 表示 论 
作 好 准备 工作 ， 

(A) 权 梁 的 定义 ” 设 ”， 2 一 CL(CY) 是 一 个 给 定 的 复 表 示 。 
由 $2 中 定理 2 的 推论 3 可 知 ，9|r:， TCG>GLCV) 是 ?的 一 个 
完全 不 变量 。 但 是 ?|r 又 可 以 唯一 地 分 解 为 一 维 复 不 可 约 表示 的 
《24 7 gr = 9 中心 小 0。， dim 91 =1 (i=1,",n), 
上 述 ?; 都 是 一 个 由 ! 到 UL) =s 的 同 态 ， 而 它 的 线性 化 d 9，， 
则 是 一 个 由 工 的 李 代 数目 到 0(1) 的 李 代 数 R! 的 李 代数 同 杰 。 
但 是 9 和 RR! 都 是 可 换 的 ， 亦 即 ， 其 上 括 积 恒 为 零 ， 所 以 dp;， 其 
实 就 是 向 量 空 间 9 到 Ri 的 同 态 ， 即 日 上 的 线性 函数 ， 或 者 说 ， 
do9iEbxb 的 对 偶 空 间 )。 总 结 上 面 的 分 析 , 我 们 可 以 用 下 述 图 解 
表达 之 ， 


Z" —> 2! 


i 
《25) RD 一 > RIS 1 


| je 1 


了 一 全 7GD) = S530 
其 中 +=rank(7) =rank(C)， 亦 即 9i(Exp H) =exp{2xidyi(H)}. 
上 面 这 种 在 9 只 R" 中 的 格 点 集 Z” 上 取 整 数值 的 线 性 函数 
49; 叫做 整 线性 函数 。 请 注意 ， 在 (24) 式 的 分 解 中 ， .当然 可 能 会 
有 相互 等 价 的 ， 即 ， 存 在 不 等 的 ! 和 17， 使 得 ;=9?f， 这 种 情 
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形 下 也 就 有 d?; = dgj。 习惯 上 ， 我 们 可 以 把 相同 的 dp; 合并 起 
来 ， 标 记 以 它们 的 重 数 。 这 样 ， 由 (24) 式 ，% jz 的 分 解 就 唯 一 地 
给 出 9 中 一 个 带 有 重 数 的 子 集 ， 我 们 将 以 符号 Q(C9) 表 示 之 ， 叫 
做 复 表 示 ? 的 权 过 (the weight system of 9) , 它 是 9 的 一 组 完全 
不 变量 。 再 者 ， 若 9 是 一 个 实 表示 ， 我 们 定 义 Q@) = QC)， 
即 以 其 复 化 后 的 权 系 为 其 权 系 (?@C: GGL(V)CG6LCV@C)， 
或 者 说 G_>GLCn,R)CGLCn,C))， 

(B ) 根 采 的 定义 ” 设 CG 是 一 个 紧 致 连通 可 和 群 , 了 是 G 的 一 个 
选 定 揭 极 大 子 环 群 。 G 的 伴随 表示 Ade 的 非 零 权 ， 即 AdeCCc 的 
非 零 权 ， 叫 做 6 的 根 (zoot)， 而 Ade 的 非 零 权 的 全 体 组 成 的 集 
合 ， 岂 做 G 的 根 采 (root system)， 我 们 将 以 符号 A(G) 表示 之 。 

注 AdcQc 的 零 权 的 重 数 就 是 rank(G) 。 而 在 下 面 我 们 将 
要 证 明 它 的 所 有 非 零 权 的 重 数 都 是 1 .因此 ,我 们 得 知 ,A(G) 是 0™ 
中 一 个 不 带 重 数 的 子 集 (每 个 根 重 数 都 是 1)。 但 是 这 要 在 证 明了 
上 述 事实 之 后 才 可 以 这 样 说 。 

CC) Cartan 分 解 根系 的 定义 乃 是 基 于 (Adse | r)CoC 的 分 
解 ， 它 是 一 个 作用 于 9G@C 上 的 7 了 -变换 群 。 在 上 述 工 的 作用 之 . 
下 ，9C9C 可 分 解 为 下 列 不 变 子 空间 的 直 和 ， 即 


(26) gHBC= C+ > ， dimoV。=0 的 重 数 ， 


其 中 下 在 bBC 上 的 作用 是 平凡 的 ， 而 Exp HET 在 V。 上 的 作 
用 就 是 将 其 中 每 个 向 量 乘 以 e?"”“， 亦 即 
(27) Ad(ExpH)X, =e?"ioD 人 an， Heb,Xs. EV,, 
分 解 式 (26) 叫 做 9 的 复 Cartan 分 解 ， 其 实 ， 它 是 gCoC 的 一 个 
分 解 式 ， 

因为 任何 了 全 的 非 平凡 实 不 可 约 表示 都 是 二 维 的 ， 所 以 我 们 也 . 
可 以 直接 把 9 本 身 加 以 分 解 ， 即 有 


(28) 8 = 8 中 2 mo R* (40), 


EAlQ) 


58; 


-其 中 mv 是 根 a 在 A(c)? 中 的 重 数 ( 以 后 将 证 明 ms = 1)，m。 RE&。) 
是 ms 个 Reo) 的 直 和 ， 而 了 在 R&。) 上 的 作用 如 下 ; 对 十 任 给 
的 HE9,ExpHET 在 REs， 上 的 作用 是 一 个 2xa( 卫 ) 角 的 旋转 ， 
亦 即 对 于 R&。) 中 的 一 组 正 交 基 半 。,Y。 来 说 ，Exp 昌 相应 的 矩阵 
为 
cos2nxa(lH) — sin9xa(fi) 

‘29) (cp cos2naCH) 小 
分 解 式 (28) 叫 做 9 的 实 Cartan 分 解 。 

例 ] C=S。 我 们 在 第 一 章 8$ 4, (0) 中 业已 对 于 它 的 结构 和 
复 不 可 约 表 示 做 过 详细 的 讨论 。 现 在 把 在 那里 所 得 的 结果 再 用 权 
了 系 、 根 系 的 概念 加 以 重 述 如 下 : 

1) S'={e?"”9; 0 委 6 委 引 就 是 S 的 一 个 极 大 子 环 群 。 

2) 将 915 三 SU (2) 限 制 到 S1 上 ， 即 得 


， e271i8 0 
«30) 91|s1; S'SU(2), ei -人 } 


0 e- 2 118 
和 如果 我 们 仍 用 9 及 ~ 6 表示 R! 上 的 线性 函数 9C) =t 以 及 (一 9) (的 
二 -ttE R)， 则 由 权 系 的 定义 妈 有 
QC9) = {9, -90，; 重 数 均 为 1}， 

3) Ss 的 伴随 表示 Adss， 5s->SO(3) 是 一 个 三 维 实 表示 ， 它 
的 复 化 AdssGCC 则 是 一 个 三 维 复 不 可 约 表 示 ， 而 5 的 三 维 复 不 
可 约 表 示 在 等 价 意义 下 是 唯一 的 ， 即 %.， 因 此 Ads3OCS9?;。 由 
92 的 定义 不 难得 出 


esnie 0 0 
(C31) 92| gs1: Si—U(3)); | 0 1 0 | 
0 0 e-4nid 
所 以 QC92) = {29,0, 一 20}， 因 此 A(S?) = {20, - 20}。 换 句 话说， 
Ss 只 有 一 对 根 ， 一 正 一 负 ， 互 为 相反 ， 重 数 为 1 。 
4 同 理 可 得 Ss 的 任 一 复 不 可 约 表 示 9，(K 为 正 整 数 ) 的 权 系 是 
《32) OQ(9,) = {Kk9, (Kk—2)0,%%, — (Kk—2)0, —K0}, 
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权 的 重 数 缘 为 1 ， 它 们 构成 一 个 由 Kk9 到 - Kb 的 “等 差 向 量 列 ” 
其 公 羡 为 20， 这 恰 是 S” 的 唯一 正 根 ， 

例 2 C=S0(3)。S 的 伴随 表示 Ad， SS- 一 SO0(03) 是 一 个 三 
锥 实 不 可 约 表 示 ， 它 的 核 Ad-!(e) = { 士 ]}， 因 此 

(33) S3/{+1}300C3). 
这 表明 Ad 是 一 个 履 盖 同 态 (参看 附录 三 )。 由 此 可 知 ，SO(3) 也 
是 秩 一 的 ， 而 且 有 下 述 图 群 . 
0 一 0 
0 


I lar Jo 了 


cos9fib′ 一 Bin2Xig/ 
《34) {e2xi } = 5S!—>50(2) CE cos2xi0’ 
1 


| | n 
S53—> S03) 53/{ +1} 
在 上 述 图 解 中 ， 映 射 R1->R! 将 9r9 = 29， 其 中 8 和 8/ 分 别 是 5 
和 SO0(2) 的 基准 参数 。 利 用 上 述 覆 盖 同 态 ， 我 们 可 以 把 SO(3) 的 
任何 一 个 表示 yy，S0(3) 一 GLCV) 提 升 为 一 个 Ss 的 表示 , 即 
0 = 区。Adss，S3 必 SO(3) 一 GLCV)。 
它 是 一 个 满足 kerC9) 一 { 土 1 的 表示 ，。 反 之 ,S53 的 任何 满足 ker(y) 
汪 { 圭 1} 的 表示 8 88 一 GL(V) 也 都 可 以 压缩 成 一 个 SO0(3) 的 表 
示 久 使 得 ?=%。Adss。 我 们 可 以 用 下 面 的 图 解 表明 上 述 关 系 。 
{+1} CS 


《85) "| 


8 1) 4s003) , Sf 


{0} = R'—>R’' ={0’ 位 


a 


GL(V) ker(9) 一 { 寺 1) 
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再 者 ， 除 了 " 是 平凡 表示 的 特殊 情形 外 ， 均 有 Ker(g)CS， 而 
且 只 有 ker(9) ={1} 和 ker(9) ={ 土 1} 这 两 种 可 能 。 也 就 是 说 ， 
ker(p) =ker(9|s1)。 而 Ker(9) ={ 土 1)} 的 充分 必要 条 件 是 权 有 系 
(9) 中 所 含 的 向 量 都 是 9 的 偶数 倍 。 所 以 , 从 权 系 的 观点 来 看 ， 
上 述 相 应 的 线性 表示 ? 和 之 间 的 关系 就 是 
0Q(9) 中 所 含 的 向 量 都 是 29 的 整数 倍 ， 
0Q( 四 就 是 把 Q (7) 中 的 20 改写 成 0 者 。 

在 S$ 的 所 有 复 不 可 约 表示 IR(S3) = {94;Kk=0,1,2,…} 之 中 ， 
当 且 仅 当 是 偶数 2 时 ，kerC?;) ={ 土 1}。 所 以 
IR(SO (3)) = {V1 {=0,1,2,°%,921=Y1° Ad}, 
Qi) = {0 ,一 1)90 ,。…, 一 10' )， 重 数 缘 为 工 。 

例 35 S: 和 SO0(3) 的 李 代 数 。 由 于 5 一 SO0(3) 是 禾 盖 辣 态 ， 
所 以 两 者 的 李 代 数 是 同 构 的 ， 我 们 将 以 ak 表示 之 。m 是 一 个 三 
维 秩 一 的 不 可 换 李 代数 ， 它 的 实 Cartan 分 解 式 为 


C6) { 


(37) | 


(38) qi = Ri!ODRE (或 R'ODRE 0))。 
我 们 可 以 在 只: 中 选取 基底 互 ， 使 得 
cost 一 Si 
(39) Ad(ExpiH) =( ， )e SoC2)， 
sint coat 


并 且 令 X,Y 是 Rs' ,中 的 一 组 相应 的 正 交 基底 ， 则 有 
Exp(tadH)*X = Ad(ExptH)X = (cost)X + (sint)Y, 
(40) {Exp uaan) YY = Ad(ExptH)Y = (— sint)X + (cost)Y, 
将 (40) 式 左 、 右 两 边 分 别 对 t 求 导 ， 然 后 代 以 t= 0， 即 得 
[H,X]=adHe X=Y, 
[LH,Y]=adH.Y = -XX, 
因此 ， 再 利用 Jacobi 但 等 式 ， 我 们 便 得 到 
(42) [LX,Y],H]=~[LH,X],Y]-[lY,H],X]=0. 
由 (42) 式 可 知 ，[L% ,站 与 互 必 定 线性 相关 。 要 不然 ，al 中 就 
有 一 个 二 维 的 可 换 子 代数 ， 这 显然 与 ax 是 秩 一 的 束 实 相 违 背 。 
设 [X ,Y] = 4 五 ， 我 们 要 说 明 1>>0。 令 ( ，) 为 al 上 任 取 的 一 个 
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(41) { 


Ad- 不 变 内 积 (参看 本 章 $2 开端 部 分 的 讨论 )， 则 有 
(43) (Ad(ExptX)Y ,Ad(ExptX)H)=(Y ,H) 〈 与 上 无 关 )。 
将 (43) 式 对 tt 在 t=0 处 求 导 ， 即 得 


(44) [X,Y]J,H) + CY,[X,H1) = 0， 
从 而 A=(Y,Y)/(H,H)>0, 


1 1 
再 令 X= 二 X,Y1=7Y, 即 有 


[H,Y1j = — X!1, 
[X:! 9 Y1j = 五。 
这 样 一 组 基底 { 妃 ,Xi Yi 叫做 李 代 数 a 的 标准 基 座 。 

现在 我 们 综合 上 述 诸 例 的 结果 ， 来 证 明 下 述 简 单 而 又 基本 的 
定理 ， 

定理 5 设 CG 为 一 个 任 给 的 紧 致 连通 李 群 ， 车 rank (C) = 1， 
则 C 必 与 SS3 或 S0(03) 中 之 一 同 构 。 

证 因为 所 有 的 可 换 秩 一 紧 臻 连通 李 群 都 和 S! 同 构 ， 所 以 
我 们 只 需要 讨论 G 是 不 可 换 的 情形 。 设 是 G 的 一 个 极 大 子 环 
群 ， 由 假设 rank(G) =1， 所 以 7T! 是 一 阶 的 ， 我 们 采用 参数 
0 过 t<27 来 表达 T! 中 的 元 素 ， 亦 即 ，T 兰 RI/{3xZ)。 设 9 的 
- 实 Cartan 分 解 为 

(46) 9= RIDRE ,DBR 


由 参 数 的 选取 可 知 ， 人 1 ye 9 了 均 为 正 整 数 ， 而 Ri ，) (1 委 ! 委 8) 
就 是 Ade| ,的 不 可 约 子 空间 ， 而 且 安 在 RE) 上 的 表示 是 ， 


[EX = Y1s 
(45) 


cosnt -sinn,t 
(47) hs T15002), hilt) =( ) 


sinnt cosn.t 


我 们 不 妨 假设 上 述 正 整 数 集 {n;,1<i<k} 满 足 寺 于 7。 
参照 例 3 的 讨论 ， 我 们 可 以 分 别 取 R! 和 及， 的 基底 万 和 
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{X,Y}， 使 得 

rAd(ExptH)X = (cosmnt)X + (sinnmt)Y, 

Ad(ExptH)Y = (~— sinmt)X + (cos nt)Y 
同样 的 ， 将 上 式 对 上 在 上 =0 处 微分 ， 就 得 出 

(49) [H,Xj=nmnY 和 LH,Yj= -nmX。 


(48) 


令 H’ = 元 月 ， 则 有 
(49’) [万 'XJ=Y 和 LH’Y|]=—X。 


从 这 里 ,就 可 以 象 例 3 中 一 样 地 改 取 X' = 二 X,Y = 7Y( 其 


中 [X,Y]] = 1 五 /，2>0)， 即 得 括 积 关系 
人 
(50) 1LH’,Y’J= -一 X ， 
[xX’,Y’j=H’, 
将 (50) 式 与 (45) 式 相对 比 ， 就 看 出 由 太 ,X’,Y” 张 成 的 子 代数 - 
91 是 一 个 与 al 同 构 的 李子 代数 ! 再 由 第 二 章 的 基本 定理 便 可 知 ， 
在 G 中 含有 一 个 与 5 或 S0(3) 同 构 的 李子 群 G,， 它 的 李 代 数 就 . 
是 上 述 91,。 到 此 为 止 ， 本 定理 的 证 明 也 就 归结 到 要 去 证 明 G 必 
须 等 于 G1:。 换 句 话说 ， 就 是 要 从 假设 G 邓 Gi 得 出 戏 盾 。 兹 证 之 
如 下 : 
设 9 灵 9:。 将 Ad 在 9 上 的 作用 限制 到 C, 上 ， 则 9: 显然 是 . 
Ci- 不 变 的 ， 所 以 9: 的 正 交 补 空 间 
(51) 91= Ri 中 中 Re， 
也 当然 是 CG:- 不 变 的 。 现 在 我 们 分 CGISSs 和 G 轨 S0(3) 这 两 种 情 . 
形 来 讨论 。 
1) 车 Gi22S?， 则 上 述 Gi 在 8+1@C 上 的 作用 就 是 Sa 的 一 个 
复 表 示 ?，S*->U (2k 一 2)。 因 为 ni 之 mu(i=2,w,Kk)， 所 以 权 系 
QO) 中 的 向 量 不 是 之 29， 就 是 三 -20( 注 党 A(G1)=AC(S”)= 
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{ 土 29) ,换血 话说 ,QC9) 中 不 含有 任何 向 量 w, 一 20 二 ww 二 29。 但 
是 ， 由 例 1 的 讨论 可 知 ，QC7?) 必 须 是 由 茶 些 对 称 的 、 公 蓉 为 26 
的 等 差 向 量 列 所 合并 而 成 的 ， 所 以 当然 不 可 能 出 现象 上 兽 这 种 跟 
度 为 46 的 间隙 ! 因此 这 种 情形 不 可 能 出 现 ， 

2) 若 CS2S0(3)， 则 上 述 ci 在 9816C 的 作用 就 是 5S0(3) 
的 复 表 示 y，S0(03) 一 CC2K- 2)， 而 它 的 权 系 不 含有 零 权 ， 这 是 
与 例 2 的 结果 相 了 矛盾 (因为 50(C(3) 的 任何 复 不 可 约 表 示 的 权 系 一 
定 含有 零 权 ， 参 看 例 2 )。 

总 之 ，G 邓 Gi 这 种 假设 是 绝对 不 可 能 的 ， 所 以 只 能 是 
G=G | 

定理 4 设 A(G) 是 紧 致 连通 李 群 G 的 根 夭 ， 则 其 中 的 任何 一 
个 根 a 的 重 数 都 是 1， 而 且 kaE A(G) 的 充 要 条 件 是 k= 土 1。 

z 证 由 权 的 定义 ,9%，R': =0->Ri 是 0 上 的 一 个 整 线 性 图 数 ， 
令 T。 是 以 kerC9) 为 其 李 代 数 的 子 环 群 ， 有 明令 
Ga=2Z(T,,G) = {gEG; gt=tg, Vi€ET,)}, 
Gs =Ga/To, 
令 gs 和 9。 分 别 是 G。 和 G。 的 李 代 数 。 由 本 章 $1 中 C2 和 (4) 两 
式 ， 不 难 验证 
gs.={XEBbD Ad()X =X, VieET,} 

(53) -{XEg [H,X1=0, VHEkerCa)}. 
于 是 由 9 的 实 Cartan 分 解 及 (53) 式 就 不 难看 出 9。 及 9。 的 实 Car- 
tan 分 解 应 是 ， 


cs2) |{ 


0。 = bg 之 mRep, 
(54) 
9g。 一 9/Ker (0)@ 2 maRE DERD ZL meREn 。 


在 (54) 式 中 ，B 取 一 切 与 4 线性 相关 的 根 ( 亦 即 kerh = kera 者 )， 


本 章 定理 2 的 推论 4 已 证 明和 (2 ,G) 总 是 连通 的 ,所 以 Ga ,Go 都 是 连通 李 群 。 
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所 以 名。 是 一 个 秩 一 的 紧 致 连通 李 群 ， 由 定理 3 得 知 ，dimg。= 3， 
从 而 
pu=uta 月 msv= 人 =]。 | 


注意 ”为 了 便于 运用 几何 术语 来 描述 根系 的 结构 ， 我 们 将 从 
现在 开始 ， 在 8 上 到 定 一 个 Ade- 不 变 的 内 积 ， 然 后 利用 其 局 限 
于 8 上 的 内 积 结构 把 9* 与 9 对 等 起 来 ， 亦 即 

(55) 1 0*—>b, (ra), H)=o(H) 
对 任何 a€E 6* 及 HED 和 恒 成 立 。 这样, 就 可 以 把 原先 是 0* 中 的 子 
和 集 A(G) 和 09 中 的 子 集 1 (A(G)) 对 等 起 来 。 而 我 们 从 现 在 开始 ， 
就 把 根系 的 定义 更 新 为 上 述 中 的 子 集 。 所 以 , 今后 人 (G) 是 9 
中 一 个 不 带 重 数 的 (因为 每 个 根 e 的 重 数 皆 为 1 ) 的 非 零 向 量子 
集 。 当 然 ， 在 改 用 根系 的 新 定义 之 后 ， 原 先 用 以 描述 复 Cartan 分 
解 的 (27) 式 就 得 改写 为 

(27’) Ad(ExpH)Xo, =e? "lB MX Hebh,XoEV,, 


而 原先 的 ker(a) 就 可 以 改写 为 (a9)+， 即 a 的 正 交 补 空间 ，。 
为 进一步 讨论 根系 的 性 质 ， 我 们 对 G。 的 表示 Ade 16, 作 进 一 
步 的 分 析 ， 
分 析 
1) 对 于 ACG) 中 任 给 的 一 对 根 { 土 4}，G。 是 一 个 和 CC 本 身 同 
秩 的 紧 致 连通 李 群 ， 其 根系 和 李 代 数 分 别 是 ， 
A(Ga) =({ 十 wj 
‘56) |g。= ORE, = aD DRE ,= 《cg 
其 中 98。 = <a> 斩 RE) 是 一 个 和 oa 同 构 的 三 维 李 代数 ， 所 以 存在 
一 个 由 了 。x 53 到 G。 的 覆盖 同 态 
《57) p: To, x SG 
2) 当 我 们 将 G 在 8Q@C 上 的 伴随 表示 限制 到 下 上 时 ，9CC- 
的 了 -不 可 约 直 和 分 解 就 是 它 的 复 Cartan 分 解 
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(26) gQc = HC 全/ 7。 dimV ,=1。 
他 所 } 


上 述 C。 是 一 个 介 于 G 与 了 之 间 的 子 群 ,所 以 ,在 Adoe|。 的 作用 下 ， 
83QC 的 Ce- 不 可 约 直 和 分 解 可 以 说 是 上 述 复 Cartan 分 解 的 前 身 。 

换 旬 话说 ，9@cC 中 的 任 一 Co- 不 可 约 子 空间 都 是 由 分 解 式 (26) 
中 的 某 一 通 当 部 分 合并 而 成 。 再 者 ,如同 本 节 例 2 的 讨论 一 样 ， 
我 们 也 可 以 把 G。 的 一 个 复 不 可 约 表 示 y 用 米 瘟 同 态 P 把 它 提 升 
成 一 个 荆 。 x 33 的 复 不 可 约 表 示 9 =y。p。 这 样 ,我 们 就 可 以 对 于 
Adolo, 的 每 一 个 不 可 约 部 分 运用 第 一 章 的 定理 7 和 定理 8。 由 


第 一 章 定理 7 可 知 ,T。x S* 的 复 不 可 约 表示 都 有 下 列 形式 :P@9,， 
其 中 Pp 是 Ts 的 一 个 复 一 维 表示 ， 它 的 权 是 <o>: 中 一 个 向 量 ， 
而 91 是 Ss 的 (i+1) 维 复 不 可 约 表示 ， 它 的 权 系 是 一 个 公差 为 
《53 的 唯一 正 根 ) 的 等 次 向 量 列 ， 它 们 都 在 子 空间 <a> 中 ， 且 对 
于 a>+ 成 反射 对 称 。 另 一 方面 ， 由 权 与 特征 值 的 关系 以 及 作 张 
其 积 时 特征 值 相 薪 这 一 基本 事实 不 难看 出 ,9 ; 的 权 系 与 9, 的 
权 系 以 及 p 的 权 之 闻 的 关系 可 以 用 下 图 下 示 ( 图 3.2)。 因 此， 


Yy 人 人 的 权 向 量 


员 3.2 
pr, 亦 即 T。x 5: 的 复 不 可 约 形 示 的 权 系 也 是 一 个 公 状 为 c， 关 
于 a>! 成 反射 对 称 的 a- 等 差 向 量 列 。 以 后 简称 为 a- 等 差 向 量 
有 
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3) 因为 9。 当然 是 Ce- 不 变 的 ， 所 以 我 们 可 以 先 把 8CeC 分 
解 成 下 述 三 个 不 变 子 空间 的 直 和 ， 即 


(58) 9gQC = (aiQc 巾 09,QC 引 > Vs. 
. | 
PEA(G) 
再 者 ， 著 坟 是 包含 V， 的 那个 Co- 不 可 约 子 空间 ， 则 由 2) 及 第 一 
章 定理 7 和 定理 8 ，(C。, LU) 这 个 复 不 可 约 表示 的 权 系 必 构 成 一 
个 o- 等 差 向 量 列 {B+ja; 4 委 / 委 p}， 而 且 6p+pa 与 +qa 关 于 
<2>+- 对 称 。 由 于 关于 <c>+: 的 对 称 r。 可 表 为 


2( ,ay) 
(59) ra (6) =&— (a,a) 4, 
所 以 
p+ aarp t pn) C+ po) -2CBt Pe 0),, 
即 
2(B, a) 
(9+p)a= 一 (4, 0) C， 
2CB,a) 
请 参看 图 3.3。 


peo 


要 $3.3 
又 因为 Vs 的 维 数 都 是 1， 不 难看 出 ，A(CG) 中 除了 上 述 o 一 
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等 差 向 量 列 之 外 ， 就 不 可 能 再 含 育 其 他 也 能 写成 B+ ja 形式 的 根 
了 ! 


总 结 上 述 三 点 分 析 ， 即 有 下 述 定理 5， 
定理 5 在 Adc|e。 的 作用 之 下 ，9coc 的 完全 分 解 如 下 : 


(61) ‘8c -oc@i. cD (Sr...) 
8 \j=0q 


其 中 {B+ j434 志 1 志 P} 表 示 和 包含 于 AC(G)\{ 土 0) 之 中 的 过 的 94- 内 
量 列 。 再 者 ， 我 们 还 有 下 述 重 要 关系 式 


2Ca, Bb) 
(60) eh =- (p+9)。 | 


$4 伴随 变换 的 轨 几 何 


在 本 章 一 开头 ， 我 们 就 指出 了 伴随 变换 的 轨 几 何在 群 论 研究 
中 的 重要 性 。 例如， 在 G = Ss 这 个 实例 中 ,我 们 可 以 把 它 想 成 是 
Q 吃 R' 中 的 单位 球面 ， 则 其 伴随 变换 就 可 以 看 做 是 以 实数 轴 为 转 
轴 的 S50 C3) 旋转 变换 。 所 以 3 的 伴随 变换 的 轨 几 何 是 简明 易 算 
的 。 第 一 章 末 节 的 定理 8 可 以 说 就 是 上 述 轨 几 何 和 和 群 玫 示 论 的 一 
般 性 定理 ( 亦 即 定理 4 ) 的 自然 结合 本 节 将 以 上 面 两 节 的 结果 
为 基础 ， 把 前 面 对 于 S* 上 的 共 斩 类 几何 的 这 种 了 解 ， 推 广 到 一 
般 紧 致 连通 李 群 的 范围 。 有 了 这 种 了解 ， 就 可 以 直截了当 地 得 出 
紧 致 连通 李 群 表示 论 的 基本 定理 。 它 也 就 是 第 一 章 定理 8 的 推 
广 ， 我 们 将 在 $5 中 加 以 论证 。 


分 析 
1)》 在 $2 的 推论 5 中 业已 证 明了 下 述 基 本 素 突 ， 
(62) G/AdeT/W, 9/Adb/W, 


再 者 ，TCC 和 8bC9 都 分 别 是 G 和 9 的 全 测 地 子 流 形 ， 而 且 它 . 
们 又 都 分 别 与 C 和 9 中 的 任 一 轨道 正 交 。 这 也 就 说 明了 ，G 或 8 
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上 上 的 轨 几 何 的 法 向 部 分 (aormal part) 是 可 以 转化 为 (WV,T) 或 
(W ,9) 的 轨 几 何 来 加 以 理解 与 计算 的 。 
2) 由 于 特征 函数 的 积分 计算 在 群 表示 论 中 所 占 的 重要 地 位 
(参看 第 一 章 定理 4 和 定理 8 )， 讨 论 G 的 共 罗 类 几 何 的 切 向 鄂 
分 (tangential part) 的 重点 显然 应 该 是 ， 如 何 有 效 地 计算 各 共 斩 
类 的 体积 ， 并 且 把 它们 组 织 成 一 个 体积 西数 (在 3 的 情形 ， 这 个 
体积 函数 就 是 vsint) . 
3) 对 于 任 给 的 {( 土 4}CA(G)， 显 然 有 
TCN(OT,Go CNGT, G), 
由 此 即 可 得 到 W= WG) 中 的 一 个 二 阶 子 群 
(63) WO = 


(人 参看 本 章 习 题 ) ， 我 们 将 以 re 表示 下 (Co 中 的 那个 二 阶 元 素 ， 
不 难看 出 它 在 和 上 的 作用 是 分 别 以 T。 和 <a>+ 为 不 动 点 和 集 

(fixed point set) 的 那个 反射 对 称 《reflection symmetry)。 令 

(64) W/’=<ros 十 CEA(CC)> 
是 W 中 由 所 有 7?。 这 种 反射 对 称 所 生成 的 子 群 。 我 们 在 下 面 将 证 
戎 W’ = WwW, 

4)》 由 于 卫 = 到 ， 所 以 (到 ,7) 是 一 个 反射 变换 群 。 对 每 个 

反射 对 称 r。， 它 的 不 动 点 点 集 Fr 是 余 一 维 的 ， 而 且 每 个 PFCr) 


把 全 空间 分 成 两 个 不 相交 的 部 分 。 而 开 集 六 U F(r) 是 一 块 块 


连通 开 集 的 并 集 ,每 一 个 连通 区 域 C， 就 叫做 一 个 Weyl 羽 . 在 附录 
四 中 ， 我 们 证 明 了 W 在 Weyl 房 组 成 的 集合 .上 的 作用 是 单 可 道 
的 。 因 此 我 们 只 要 在 下 中 任 取 一 个 Weyl 房 C。, 则 D6 构成 (W,T) 
的 一 个 基本 域 。 记 以 
(65) G/Ad=T/1se5。， 

亦 即 妈 , 和 G 中 的 任 一 共 轿 类 都 相交 于 且 仅 交 于 一 点 1! 而 且 对 于 任 
一 个 内 虑 to ECo， 均 有 W , = {68), Ci。 = 了 。 

基于 上 述 分 析 ， 我 们 先 来 证 明 下 列 定理 ， 


一 W(G,.)AZs 


定理 6 WCG) = NCT,G)/T 在 T 和 9 上 的 作用 都 是 反射 变 
换 群 ， 亦 即 它 就 是 由 反射 对 称 {7a 十 axEA(Cc)} 所 生成 的 群 。 

证 ”在 上 面 的 分 析 3) 中 六 已 指出 W 包 含 那个 由 反射 对 称 
{ros 士 a€E A(G)} 所 生成 的 子 群 W’ ,所 以 我 们 只 要 证 明 W 二 W 
即 可 。 另 一 方面 ， 因 为 CW, 昌 是 0Y,T) 的 局 部 化 和 线性 化 ,所 
以 我 们 在 证 明 中 只 要 讨论 前 面 的 情形 也 就 足够 了 。 

假设 W 邓 W’， 多 为 W” 在 Weyl 房 的 集合 上 是 单 可 递 的 。 
所 以 一 定 有 WW 中 的 元 素 c 关 6， 及 一 个 Wey1 房 Co 使 得 rc(CCo) = 
Cu。0 是 保 长 变换 ， 所 以 c 在 Co 上 的 作用 一 定 有 不 动 点 xo9 。 
由 于 x*e 是 C6 中 的 点 ， 自然 是 一 个 内 点 ， 而 且 0 不 是 单位 元 未 ， 
把 这 些 结果 与 $2 定理 2 证 明 中 2) 的 一 段 讨论 相 对 照 便 可 知 ， 
Gs = 人 但 G。, 本 身 非 连通 ! 另 一 方面 ,Cz。 是 单 参数 子 群 {Exp 
上 1E 尺 } 的 中 心 化 子 ， 亦 即 是 它 的 闭 包 3 = {ExptX oj 这 个子 
环 群 的 中 心 化 子 2(S)， 但 是 定理 2 的 推论 4 证 明 了 2Z(S) 必须 
是 连通 的 ， 即 C。 连通， 这 与 上 述 CG。, 非 连通 性 矛盾 ! 所 以 只 
能 c=e 且 环 = 玖 /。| 

为 了 建立 Weyl 的 积分 公式 ,我 们 先 给 一 些 定义 ,这 对 以 后 的 
讨论 也 很 有 用 处 . 设 是 了 工 的 李 代 数 .在 b 上 我 们 选取 一 个 向 量 之 
闻 的 大 小 次 序 (例如 按 5 上 某 个 坐标 系 建立 起 来 的 字典 排列 法 , 即 : 
著 a,pEb,a,p 对 某 个 取 定 的 坐标 系 来 说 ,坐标 分 别 是 (xxb 
和 (ge0， 则 ao>p8 当 且 仅 当 对 某 个 SI 人， 总 
有 xj=yjO<< 让 有 生 x; 之 yi)。 对 这 种 取 定 的 次 序 ， 把 A(G) 中 的 
所 有 根 分 成 两 类 ， 即 a 汪 0 及 4 二 0, 分 别称 为 正 根 和 负 根 。 所 有 
正 根 的 集合 记 为 A*( 叫 正 根系 ) , 负 根 集合 为 A-( 叫 负 根 系 ) ,于 是 
ACG)= A*UA-。 不仅 如 此 ， 令 

C,={HEeb:; (C0,H)>0,YvVaeEA'), 
不 难 验证 Co 是 一 个 Wey!l 房 ， 称 之 为 相应 于 上述 次 序 的 基本 


QD 一 个 作用 在 后 体 上 的 有 限 保 长 变换 群 当然 会 有 不 动 点 ， 且 是 内 点 。 例 如 ， 途 : 
一 罗 道 的 重心 即 是 。 
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Weyl 房 ,在 A' 中 ,使 得 Co={HEb; (ai 万 ) 盖 0 ai EAX} 成 立 
的 极 小 子 集 TT， 问 做 相应 于 这 个 次 序 的 素 祖 对 。 不 难 证 明 ， 素 根 
录 构 成 日 的 一 组 基底 ， 每 个 正 根 a 均 可 表 为 中,…,94; 的 非 负 整 线 
性 组 合 。 有 关 素 根系 的 性 质 的 详细 讨论 ， 我 们 将 在 第 四 章 中 去 进 
行 。 

定理 7(Weyl 积分 公式 ) 设 在 紧 致 连通 李 群 CG 中 业已 取 定 
了 总 体积 为 工 的 左 、 右 不 变 的 歼 曼 结构 ， f 为 其 上 任何 一 个 中 心 
痕 数 《 亦 好 在 任何 共 罗 类 上 和 沸 取 等 值 的 函数 ， 或 者 说 是 Ad- 不 变 
函数 )。 则 有 下 列 Weyl 积分 公式 ， 


C66) | jgyag=1 而 1| fC QC Dadt, 


其 中 |W1 表 示 WW 中 元 素 个 数 ， 当 1=ExpH(H EE 了) 时，E() 可 以 
用 下 式 表 达 


(67) QExpH) 一 > sign(o)e"i(s)H) 


vew 


其 中 5 是 所 有 对 于 Co 而 言 的 正 根 之 和 的 一 半 ， 亦 即 


(68) 6=5 >，a。 


证 1) 从 上 面 对 于 G 上 Ad 的 轨 几 何 的 分 析 ， 我 们 知道 下 是 

一 个 全 宰 地 子 流 形 ,而 且 和 每 个 共 轿 类 都 正 交 。 再 者 ，Dos2T/W 

9G/Ad 是 一 个 优良 的 基本 域 ,其 上 任 给 两 点 4 和 ba 它们 在 Cs 

中 的 距离 也 就 是 共 诺 类 GCi) 和 G(t) 在 G 中 的 最 短 距离 ， 简称 之 
为 轨 距 将 (Corbital distance)， 

2) 对 于 任 给 内 点 E Co， 其 轨道 型 组 为 cm， 但 是 对 于 任 给 

的 边界 点 1€3Co = CoNCo， 则 其 轨道 的 维 数 恒 小 于 dim G/T， 所 : 

以 不 难看 出 ， 所 有 非 G/T 型 轨道 的 并 集 ， 即 
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(69) GCa0o) = (| Gx) 
xeaco 
的 测度 为 零 。 换 句 话 说 ， 在 G 上 求 积 分 时 ， 上 述 子 集 GC3C0) 可 
以 略 汉 不 计 ， 只 要 在 GC(Co) 上 计算 之 即 可 . 
3) 全 为 CC 上 的 一 个 动 点 ， 人 = dim G/T = dimG ~ dim7,， 

崭 GC 为 G\T 型 的 轨道 而 它 的 壮 维 体积 就 是 一 个 以 Cu 为 其 定义 
域 的 消 数 ， 我 们 称 之 为 ( 主 型 ) 轨 体积 范 数 (the valume function 
of Principal orbits)， 以 符号 2 所 记 之 。 因 为 每 个 轨道 6C(b 都 是 
同样 的 G/ 了 型 齐 性 黎 曼 空间 ， 所 以 它们 的 体积 之 比 就 等 于 其 体 
积 元 素 之 比 。 我 们 可 以 取 定 一 个 基准 的 G/T 型 齐 性 黎 曼 空 间 , 对 
于 每 一 个 G/T 型 轨道 G(t)， 把 陪 和 集 9。7 映射 到 g(9 束 是 一 个 同 
型 的 齐 性 歼 曼 空间 之 间 的 G- 等 变 (G-equivariant) 映 射 已: 中 

(70) E:: G/T+G(t), 9。7HF39gCG) = 9tg9"!, 
则 上 述 两 者 的 “体积 元 素 ” 之 比 也 就 是 上 述 上 映射 已 :的 Jacobi 行 
列 式 , 亦 即 BE, 在 基点 的 切 空 间 所 诱导 的 线性 映射 的 行列 式 。 这 就 
是 说 ， 所 要 去 求 的 体积 函数 >( 乡 可 以 由 下 式 来 计算 之 ， 

(71) v(t) =0 »。 det(dE ,lo) ， 
其 中 6 是 一 个 竺 定 的 比例 常数 ， 而 4E ,1o 是 基点 的 切 空 间 上 的 线 
性 映射 


(72) dF: | 0: CP 人 >， Ria” 30(GG)). 


4) 因为 Ei 是 6G- 等 变 的 ， 所 以 dE i;l6o 是 T- 等 变 的 (因为 基点 
是 在 人 的 作用 之 下 的 不 动 点 )。 因 此 dEilo 可 以 分 解 为 下 述 二 维 
了 -不 变 子 空间 的 线性 爱 射 的 直 和 ; 

(73) dFEyloa: Roa > So0(Go(t)). 


eile 


网 四 一 个 浸入 f，M>3Y 称 为 是 6G- 等 变 的 , 若 存 在 连续 群 辐 态 p，G-~>7(M) ,使 


flgp) = p97), VIEG, PEM, 
其 中 1CM》 是 黎 昌 流 形 时 的 保 长 变换 群 。 
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所 以 就 可 以 用 下 式 来 计算 det(dE ,1,)， 亦 即 
C74) det(dE4lo) = TT detcadE,1,.). 


男 一 方面 ， det(dF, 10,o) 文 是 和 Ga/T'o = Go Ss 中 的 S 一 型 
〈 主 ) 轨 体积 函数 成 比例 者 . 换 名 话说 ,我 们 可 以 运用 下 面 的 图 解 把 


G/T— SG, (1) COG /Ta 二 Go 
《75) 人 人 


G/T—G0) CG 

det( 玉 ;10,4) 的 计算 又 归于 6。 中 S” -型 的 体积 函数 (由 于 ,或 
与 $3 同 构 ， 或 与 50(3) 同 构 ， 所 以 Go 与 893 有 相同 的 体积 元 素 ， 
从 而 在 上 述 问题 中 可 以 视 &。 是 S3)， 这 种 体积 图 数 在 第 一 章 3 4 
定理 8 中 已 讨论 过 ， 于 是 我 们 有 

76) det(dBErlo,a) =0’ 。sinsx(a,H), 
其 中 已 满足 上 = Exp 电 (注意 ，S3 的 正 根 是 29， 参 看 本 党 83 的 例 1 
和 定理 3 的 讨论 )。 综 合 (71), C74) 和 (75) 式 ， 得 出 


(77) v(ExpH)=c”. | [sinx(a,H)=e. 1OC(ExpH)L’, 


aEAt 


其 中 OExpH) 一 Ty (e™i(oH) eriio Hy. 

5》 最 后 ， 我 们 要 证 明 上 式 中 的 (xpH) 等 于 (67) 式 中 的 
QCExpH)。 共 证 明 如 下 ， 

设 {Q1,*… ,0k} 是 对 于 Weyl 房 Co 来 说 的 素 根 系 ， 则 由 反射 对 
称 的 定义 可 知 ， ro 《Qi) 二 一 Qi 这 相当 于 被 <a;>+: 所 划分 出 的 两 
个 半空 间 正 负 侧 选取 的 改变 ， 它 自然 对 于 其 他 正 根 & 所 对 应 的 ， 
由 “c>+ 上 所 划分 的 两 个 半空 间 正 负 便 选取 无 影响 ， 所 以 在 ro ,下 
At+N\{aily 仍 变 为 A+\taij， 于 是 有 

(78) fo (AD = A MODU{ -a Ci 和 
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(78) 式 也 可 由 re ,的 表达 式 (59) 出 发 通过 直接 计算 及 正 根 是 素 
根系 非 负 整 线性 组 合 这 个 事实 给 出 一 个 代数 的 证 明 ， 请 读者 日 己 
证 一 证 . 

设 ;= 十 六 o， 由 (78) 式 可 知 ，r。,(6) =6~as。 由 (59) 式 


GEAT+ 
2(6, 0;7 . 
ra, (0) = 一 (ao a) 1 三 :三 K。 
因此 
(79) 20,00] 


(Qa1 ,01) ~ 


再 者 ， 由 8B(Exp 态 ) 的 表达 式 及 (78) 式 马上 推 知 ， 


《80) GExpr。(FD)) =(-1D) 。GCExpH)。 
因此 ， 对 WW 的 作用 来 说 ，9 (ExpH) 是 一 个 奇 函数 ， 亦 即 
(81) OExp oH) = sign(o) 。 O (ExpH), oEW,。 


其 中 sign(o) 就 是 o 作为 9 上 正 交 变换 的 行列 式 的 符号 。 

在 GCExpH》 的 展开 式 中 有 一 个 主导 项 ， 就 是 e2*"s' 丰 。 由 
《8 了 ) 式 可 知 ， 在 GCExpH) 的 展开 式 中 就 应 包含 所 有 的 项 sign (0) 
。 eaxitv4)a (goEW) ,再 者 ， 由 (79) 式 不 难 证 明 ， 在 它 的 展开 式 
中 不 可 能 含有 其 他 的 项 了 ， 因 此 只 能 是 


OExpH) = OQ(ExpH). 
6) 设 / 为 定义 在 G 上 的 任 一 中 心 函数 。 在 求 积分 | fC9)ao 


峙 , 我 们 先 沿 着 G- 轨 道 求 积 。 因 为 f 在 每 个 C- 轨 道 G(t) 上 都 取 
等 值 ， 所 以 有 


(82) | 1coao= | fv d= {foveat 
G co IWiIJr 


= TW 1ocbp ?dt, 
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其 中 c 是 一 个 待定 常数 ,1W | 是 WW 的 阶 数 (T 被 分 隔 成 |W| 个 Weyl 
房 ); 再 将 f(9) 王 1 的 情形 代入 (82) 式 ,就 容易 确定 上 述 待定 常数 
必 为 1]。 | 


$5 Weyl 公式 和 复 不 可 约 表 示 的 分 类 


有 了 定理 7 站 的 积分 公式 ， 就 不 难 把 第 一 章 $4 中 对 于 5° 的 
复 不 可 约 表 示 的 分 类 结果 ， 即 第 一 章 定 理 8 ， 推 广 到 一 般 紧 致 连 
通 李 群 的 情形 。 

分 析 

1) 设 C 是 一 个 给 定 的 紧 致 连通 李 群 ,下 是 G 的 一 个 选 定 的 极 
大 了 于 环 旭 ， b 是 下 的 李 代 数 (也 就 是 9 中 的 一 个 随 人 而 定 的 Car- 
an 子 代数 ) . 设 " 是 G 的 一 个 给 定 的 复 不 可 约 表 示 ，D(p) 是 它 的 
权 系 ， 它 是 中 一 个 带 重 数 的 子 个 ， 为 了 便于 叙述 ， 我 们 在 5 上 

Gy Q() 中 存在 一 个 唯一 的 最 高 权 A。， 亦 即 ， A。 的 重 数 
m(4p) 盖 0， 而 且 对 于 任 给 4EQ(G8)， 午 有 4 之 4 

(bb) C 的 根系 A(C) 有 分 解 式 A(G) =A+UA-,A-* 胡 示 在 上 述 
次 序 下 的 正 了 很 系 。A-= -人 A 人 45 

(c) 巷 本 Weyl 房 Co={HED; (a,H)>>0, VaE€EA+)s 

Cd》 相应 于 这 个 次 序 的 素 根 系 元 = {91,* ,Qk}。 

2〉 由 权 系 的 定义 可 知 ， 对 任何 的 权 AEQ(9),oEW,04 仍 
是 9 的 一 个 权 ， 即 ，QC9) 是 一 个 W- 不 变 子 集 。 因 此 ， 特 征 函 数 
Xplr = Xp 1 是 一 个 WW~ 不 变 函 数 ， 即 ， 


Xe( 了 xp oH) = Xv (ExpH),. 
因此 ， 对 于 W 的 作用 来 说 ， 


(83) go CExpH) * OC(ExpH), HED 
是 一 个 奇 函 数 ， 亦 即 对 于 任 给 o€EW， 此 有 
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(84) XeofdExp oH)O(Exp of) 
= sign(0) »。 Xo (ExpH) * OQ(ExpH). 
显然 (83) 式 中 的 函数 的 主导 项 是 由 (4 )。e2 所 以 
(85) Xe (LxpH) » QO(ExpH) 
一 人 (Me) 。 >, sign(0) 。 e2xioc(4e+4)?8) 
ovEW 
+ 可 能 有 的 “ 较 低 次 ”项 。 
定理 8 (EE.Cartan-H.Weyl) G 的 一 个 复 不 可 约 袁 示 9 的 最 
高 权 A。 的 重 数 一 定 是 1， 而且 它 的 特征 函数 Xp 可 用 其 最 高 权 以 
下 述 公式 简洁 地 加 以 表达 ， 
> sign(o)e?™io Apt+d)H) 


(86) Xo(ExpH) = HED, 
2 sign(o)e"i(e(s)H) 
oeEWw 


因此 ，G 的 两 个 复 不 可 约 表 示 ?1 和 9 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 
的 最 高 权 4", 与 Ap。 相 同 . 

证 从 上 面 的 分 析 ， 我 们 只 要 证 明 在 (85) 式 中 ，m(Ap) =1， 
而 且 不 可 能 有 任何 “ 较 低 次 ”项 即 可 。 其 证 明 如 下 ， 

在 (66) 式 中 取 /Fo9) = |xp(9)1’, t=ExpH，HE90， 再 将 (85》 
式 代 人 和 人， 由 第 一 章 定理 4， 即 得 


1 . 
(87) 1=| xr(0 ldg= Tw1| ,lx ol 


a | ma 3 sign(0)e "(Apt+ eH) 十 eee "at. 
了 EW 


从 工 ;CT) 的 观点 来 看 ， 上 式 右 端 被 积 函 数 的 展开 式 也 就 是 Xx。(t) 
QC) 对 于 La(T)》 的 标准 正 交 基 {ew' 怠 } 的 展开 式 , 所 以 《87) 式 
又 可 以 写 为 


. , 1 
(87 ) 1= lx (Di = TwTlXr DD QTE ,er 
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= [ 记 T{LmC4e?]。 TY1+ 1 可 能 有 的 较 低 次 项 |)。 


但 是 上 式 只 有 在 m(A。) =1 且 不 再 含有 低 次 项 的 情形 才 可 能 成 
立 ， 这 就 证 明了 m(Ap) = 工 且 (86) 式 成 立 。 | 
浅 不 难看 出 上 述 最 高 权 4 必须 满足 下 列 条 仲 


(88) 2 人 -=q4， 4: 是非 负 整数 ，aiE 世 。 


若 紧 连通 李 群 G 是 单 连通 的 ， 则 可 以 证 明 ， 对 一 组 任 给 的 非 负 整 
数 {943 i=1,*…,K}， 由 下 式 : 


2(04,ci) 


(G1,01) = 9 C= 1,e,k) 


(88)" 


所 唯一 确定 的 4， 必 定 是 G 的 某 个 复 不 可 约 表示 的 最 高 权 ， 亦 即 
恒 存 在 复 不 可 约 表示 9%: G 一 GL(V)， 使 得 A。 = 4， 
推论 。. 上 述 复 不 可 约 表 示 的 维 数 dimy, 可 以 由 下 述 公 式 由 最 
高 权 A 直接 计算 之 ， 
TI (Ap +6,9) 


qeAt 


dime = 一 一 一 一 一 一 -一 

《89) 9 这 aa 
证 由 特征 函数 的 定义 ， 显 然 有 dimp = Xw(e) = Xw(Exp0)， 

亦 即 以 瑟 =0 代入 所 得 之 什 。 但 是 要 注意 的 是 定理 8 的 公式 在 HH 
=0 处 却 退 化 成 0/0 的 这 种 不 定形 式 ! 所 以 我 们 不 能 够 把 玖 = 0 家 
接 代 入 (86) 式 来 求 dimg， 而 是 得 改 用 令 妃 =458，4 一 0 代入， 然 
后 对 (86) 式 求 极限 值 的 办 法 来 求 dimp。 亦 即 

C90) dimg = lim xp (ExpX8) 


> sign(O7e2xic(49+4 )s hd) 


= lim 


》 ， 过 
geW 
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四 为 ac 是 正 交 变换 ， 所 以 (oCW),45) = (0o(6),Aw) (wE9), 而 
且 我 们 又 可 以 用 等 式 QCLxp4w) = GB(ExpAhw)， 分 别 取 wx6 和 
w=Apt+6， 从 而 把 上 述 极限 式 改 写 为 


sin Ox 。 /A(a, Av + 6) 
ee iL sin on 。 ACa,d) 


(a,Ap +6) 


习 题 
1. 求证 ， 设 D 是 李 代 数 9 上 的 导 子 ， 则 YX,Y€9， 


DLX,Y]= ,之 CD!X, DIY], k=0,1,2,°"。 


2， 求证 ， 环 群 的 非 开 几 实 不 可 约 表示 一 定 是 一 入 的 ， 
3. 设 CG 是 一 个 紧 致 连通 李 群 ， 开 是 它 的 一 个 极 大 子 环 群 ， 
Z(G) 是 G 的 中 心 。 求 证 ， 
1) G= (Jara 
EQ 
2) Z(G) = (4Tq-1, 
gd to 
4. 设 内 是 在 第 一 章 3 4 所 定义 的 :的 化 +1)》 维 复 不 可 约 
表示 ， 求 证 
Op ) ={k0, (KE— 2)0,., — (Kk—2)0, — Kk0}。 
5, 设 WCS”) 表 示 S3 的 Weyl 群 ， 求 证 矿 (S > = 2。。 
6. 设 4 是 紧 臻 连通 李 群 G 的 复 不 可 约 表 示 ? 的 最 高 权 ， 
{9 9""° ,cj 是 G 的 根系 A(G) 在 同一 次 序 下 的 素 根 系 。 求证 ， 
34 Qi) 
(ai ar) ~ 


均 为 非 负 整数 。 
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第 四 章 ” 紧 致 连通 李 群 的 结构 与 分 类 


本 章 在 前 三 章 的 基础 上 ， 运 用 表示 论 这 个 工具 和 伴随 变换 轨 

几何 的 知识 等 内 容 进 一 步 讨 论 一 般 紧 致 连通 李 群 的 结构 ， 并 给 出 
《局 部 ) 分 类 定理 。 

在 讨论 之 前 ， 我 们 先 回 顾 一 下 我 们 已 知 的 有 关 结 果 。 首 先 ， 
由 第 二 章 中 的 基本 定理 可 知 ， 在 所 有 的 有 限 维 实 李 代数 及 其 同 态 
与 所 有 单 连 通 李 群 及 其 同 态 之 间 存 在 一 一 在 上 的 对 应 (或 说 成 是 
完全 忠诚 的 对 应 ) ;对 任何 一 个 连通 李 群 G， 都 存在 唯一 的 一 个 单 
连通 履 盖 群 6G， 而 覆盖 同 态 G->G 的 核 则 是 G 的 一 个 离散 正规 子 
群 ， 它 包含 于 G 的 中 心 之 中 (参看 附录 三 )。G 与 G 有 相同 的 李 
代数 。 因 此 紧 致 连通 李 群 结构 与 分 类 的 讨论 实质 上 可 基本 归于 它 
的 李 代 数 的 结构 与 分 类 的 讨论 。 而 后 者 的 讨论 正 是 本 章 的 内 容 ， 
其 次 ， 由 于 李 群 的 伴随 表示 Ad 是 它 的 ( 同 构 ) 不 变量 而 由 极 大 
子 环 群 定理 ，Ad|r 《TT 是 紧 致 连通 李 群 G 的 一 个 极 大 子 环 群 ) 又 
是 它 的 完全 不 变量 ， 进 一 步 考 虚 变化 ， 我 们 得 出 它 的 权 系 ( 亦 即 
G 的 根系 ) ,它们 自然 也 是 一 组 ( 同 构 ) 不 变量 。 因 此 ， 关 于 梭 臻 
李 群 的 李 代 数 的 讨论 自然 而 然 地 要 围绕 着 根系 以 及 Cartan 分 解 
而 展开 ， 


$1 紧 致 李 代 数 


在 讨论 之 前 ， 光 介绍 一 些 有 关 李 代数 的 基本 概念 。 

设 9 是 一 个 李 代 数 ， Ri 是 9 的 一 个 子 集 (=1,2)， 我 们 用 
记号 [ki,ks] 玫 示 所 有 元 素 [ki,ksj] (ki Ei,ksEk2) 所 生成 的 子 空 
词 。 
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若 [是 9 的 一 个 子 空间 ， 而 且 [g, ICL， 则 称 ! 是 9 的 一 个 
理想 ， 

不 难 证 明 ， 若 工 是 李 群 G 的 正规 李子 群 ， 则 工 的 事 代 数 ! 
是 G 的 李 代 数 9 的 理想 ， 反 过 来 ， 若 G 是 连通 的 , 【 是 9 的 理想 ， 
则 以 [为 村 代数 的 连通 李子 群 工 是 G 的 正规 子 群 (习题 )。 

容易 看 出 ，[9,9] 是 9 的 一 个 理想 ， 称 之 为 9 的 导 代 数 。{X 
Eg; [LX,g]={0}} 也 是 9 的 理想 ， 则 做 9 的 中 心 ， 记 为 ZC9). 

一 个 李 人 代数， 若 括 积 是 平凡 的 ， 则 称 为 交换 李 代 数 或 Abel 李 
人 代数。 因此， 一 个 李 代 数 9 是 Abel 的 当 且 仅 当 [8,9]= 0。 

若 [ ,1 都 是 9 的 理想 ， 则 1 +[s={X+Ys XETL,YEL,} 
也 是 一 个 理想 。 类 似 地 ， [Cli,I zj 也 古 是 一 个 理想 ， z 

李 代 数 9 若 除 了 9 和 {0} 之 外 没有 其 他 的 理想 ， 且 车 L8, 9 六 
{0}， 则 称 9 是 单纯 的 。 

4 称 为 是 从 单纯 或 叶 单 的 ， 阁 它 可 分 解 为 单纯 理想 的 直 和 。 

定义 ”一 个 实 李 代数 被 称 为 是 紧 致 的 ， 如 果 它 是 一 个 紧 致 李 
群 的 李 代 数 (在 同 构 仿 义 下 ) 。 

设 G 是 一 个 紧 致 连通 李 群 ，9 是 它 的 李 代数 。 由 第 一 章 32 
定理 2， 在 9 上 一 定 存在 一 个 Ad6- 不 变 的 内 积 ， 
(Ad(ExptX)Y,Ad(ExptX)Z2)=(Y,2), X,Y,ZEg, t€ER. 
将 此 式 在 1=0 处 求 导 ， 我 们 便 得 出 一 个 与 其 等 价 ( 注 意 连 通 性 的 
假设 ) 的 表示 式 

(1)》 (LX,YJ,2)+(Y,[X,Z2]))=0, X,Y,ZEY9.。 
由 恒 颖 式 (1)， 我 们 立刻 可 以 证 明 
定理 ] 紧 致 李 代 数 9 一 定 有 如 下 形式 的 直 和 分 解 
9 = go 中 9: 申 中 9 
其 中 go 是 9 的 中 心 ， 而 91 (1 二 1k) 则 是 9 的 单纯 理想 。 而 且 除 
了 理想 排列 的 次 序 之 外 ， 这 个 分 解 式 是 唯一 的 。 
证 由 人 恒等式 (1) 容易 证 明 ，9g 的 任何 一 个 理想 & 的 正 交 补 


75 


kt 也 是 一 个 理想 , 而 且 分 解 式 9=k 斩 Rh+ 也 是 李 代 数 的 直 和 分 解 。 
车 & 或 k+ 仍 不 是 极 小 理想 ， 则 可 依 此 继续 分 解 。 由 此 可 知 ，9 一 
定 可 分 解 为 它 的 极 小 理想 的 直 和 形式 。 而 9 的 极 小 理想 或 是 单纯 
的 ， 或 是 一 维 的 。 所 有 一 维 理想 的 直 和 恰 是 9 的 中 心 9。, 这 样 就 
得 出 所 求 的 分 解 式 ， 下 面 证 明了 唯一 性 。 设 g = 9o 中 01 中 四 人 是 
另 一 满足 定理 条 件 的 直 和 分 解 ， 则 对 于 8;(1<i<k)，[91 ,84]CC 
81 且 [91,91jC 二 9%1。 由 于 9; 是 单纯 的 ， 所 以 或 者 [91,981j = {10} 或 
者 [91,8;1] = 8;。 若 对 所 有 的 1 (1 志 i 寺 Kk)，[5981,91j={0}, 则 91 
在 9 的 中 心 之 中 ， 这 是 不 可 能 的 。 所 以 ， 必 有 某 个 JISJ 芭 KE) 使 
[914,9yj=9;， 从 而 由 9 的 单纯 性 可 知 ，91 = 9f。 类 似 地 继续 做 
下 才 便 可 知 ，91 都 出 现在 91,…, 9 之 中 ， 因 此 I&k。 由 于 分 解 
式 处 在 对 称 的 地 位 上 上， 同样 可 知 ，9 ;也 出 现在 81,*…,91 之 中 且 
kk 去 !， 这 就 证 明了 分 解 式 唯一 。 | 

我 们 要 指出 的 是 ， 存 在 不 变 内 积 也 是 实 李 代数 紧 致 的 充分 条 
件 ， 这 就 是 下 列 定 理 2 。 

定理 2 一 个 实 李 代数 8 是 紧 致 的 充分 必 要 条 件 是 在 8 上 存 
在 一 个 内 积 ( ，) ,使 得 
(1) ([X,Y J],Z)+(Y,[X,Z)=0, VX,Y,ZEQ, 

分 析 ”必要 性 是 第 一 章 定理 2 的 推论 ， 所 以 只 要 证 充分 性 
由 定理 1 的 证 明 可 看 出 ， 用 恒等式 (1) 我 们 已 可 将 9 分 解 为 中 心 
与 单纯 理想 的 直 和 。 中 心 是 一 个 交换 李 代 数 ， 而 一 个 交换 李 代数 
可 以 是 一 个 环 群 的 李 代 数 , 它 自 然 是 紧 致 李 代数 。 基 于 上 述 理由 ， 
我 们 总 可 以 把 充分 性 的 证 明 归 于 9 是 一 个 单纯 李 代 数 的 情形 。 为 
证 充分 性 ， 我 们 必须 找到 一 个 紧 李 群 ， 它 以 9 为 其 李 代数 。 这 样 
的 李 群 自然 要 设 波 在 9 的 自 同 构 群 AuiC9) 的 子 群 中 去 寻找 . 2C9》 
是 g1(9) 的 一 个 子 代 数 ， 由 第 三 章 $ 1 命题 1 可 知 ,3(9) 是 Aut(0) 
的 李 人 代数, 而 ad(9) 则 是 3(9) 的 子 代 数 , 我 们 把 Aut(9) 的 以 ad(9) 
为 李 代 数 的 连通 李子 群 叫 做 8 的 伴随 群 或 内 自 同 构 群 ， 记 为 
Int(9》， 因 为 9 是 单纯 的 ， 所 以 ad，9 一 ad(9) 是 李 代 数 的 间 构 ， 
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即 ，9S2ad(9) 。 所 以 如 果 我 们 能 够 证 明 mt(9) 是 一 个 紧 群 ， 就 证 
明了 9 是 一 个 紧 李 代数 。 由 (1) 式 可 知 , adX(XE9) 是 反对 称 的 ， 
因而 再 由 第 二 价 $1 例 3 便 可 知 ,9 也 可 以 视 为 8 的 正 交 变换 群 的 
某 个 子 群 的 李 人 代数。 而 正 交 群 是 一 个 紧 群 ， 于 是 为 了 要 证 Int(9) 
是 紧 的 ， 只 要 证 明 它 是 财 的 即 可 。 而 这 个 证 明 的 关键 在 于 证 明 9 
的 每 一 个 导 子 都 是 内 导 子 (参看 第 三 章 $ 1 命题 1 )。 

定义 设 8 是 一 个 李 代 数 ， 对 任何 X,YE9g， 规 定 


(2) B(X,Y) = Tr(adXady), 


则 做 9 的 Cartan-Killiing 型 ， 或 简称 为 Killing 狸 。 

不 难 验 证 Cartan-Killing 型 是 一 个 在 的 自 同 构 下 不 变 的 对 
称 双 线性 型 。 

引 理 1 一 个 实 单 李 代数 9 上 存在 不 变 内 积 ， 则 


ad(0) = 3(9).。 


证 由 不 变 内 积 可 知 ，adX 是 反对 称 的 ， 从 而 它 的 所 有 特征 
根 都 是 纯 盛 数 ， 因 此 


B(X,X)=Tr((adX)’) <0 (X 所 0)， 


即 ， 有 是 一 个 负 定 双 线 性 型 。 再 者 ， 才 DEa(9)， 则 有 ad(DX) = 
[D,adX] 对 任何 Xe9 均 成 立 。 这 开明 ad(9) 是 3(9) 的 一 个 理 
想 。 将 ad(9) 基 于 3(9) 的 Cartan-Killing 型 的 正 交 补 记 为 ao， 它 
也 是 109) 的 一 个 理想 .于 是 af 站 ad(9) 关 于 ad(9) 的 Cartan-Killing 
弄 与 ad(9) 正 交 ; 再 由 ad(9)S 空 9 的 Cartan-Killing 型 的 负 定 性 ， 
即 得 a 门 ad(9) = {0}。 这 就 说 明 ，、 若 DEa,[D, adX ]€a/lad(g) 
={0}， 亦 即 ，ad(DX) =0 对 任何 XE9 成 立 。 又 由 于 ad 是 网 
构 喘 射 ， 所 以 D =0， 于 是 a = {0}。 现在 册 维 数 关系 并 期 可 知 。 
ad(9) =3(8)。 | 

推论 ”车 一 个 实 单 李 代数 9 存在 不 变 内 积 ， 则 Pt(9) 是 
Aut(9) 的 单位 元 连通 分 支 ， 从 而 它 是 Aut(9) 的 闭 子 群 。 
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泽 1) 对 于 一 般 的 李 代数 89，Int(9) 不 mm 定 是 Ant(9) 的 闲 
子 群 ， 因 此 上 述 证 明 是 必要 的 。 

2) 对 于 引 理 1 来 讲 ， 存 在 不 变 内 积 的 假 定 不 是 必要 的 。 事 
实 上 ， 对 于 实 半 单 李 代 数 ， 引 理 1 及 其 推论 均 成 立 。 但 证 明 要 用 
到 Cartan 的 半 单 性 判别 准则 ， 而 这 个 准则 我 们 尚未 证 明 。 


定理 2 的 证 明 ”我 们 知道 gsad(9)， 而 由 (1) 式 可 知 ，ad(9) 
是 9 上 的 正 交 群 某 个 子 群 的 李 代 数 。 由 于 Aut(8)CGL(C(9), 且 是 
GL(9) 的 闭 子 群 ,于 是 根据 基本 定理 ，IntC9) 是 9 上 的 正 交 群 的 子 
群 ， 由 引 理 1 的 推论 可 知 ， 它 是 财 的 ， 从 而 它 是 一 个 紧 子 群 。 | 

推论 ”一 个 实 单纯 (或 半 单 纯 ) 李 代数 是 紧 致 的 充 要 条 件 是 它 
的 Cartan-Killing 型 B 是 负 定 的 。 

证 必要 性 已 知 。 至 于 充分 性 ， 由 于 -8 是 一 个 不 变 内 积 ， 
由 定理 2 立刻 得 到 本 推论 。 | 

现在 我 们 讨论 紧 致 单纯 李 代 数 上 Adc- 不 变 内 积 的 唯一 性 问 
题 ， 

首先 ， 由 第 三 章 (4) 式 立刻 可 以 看 出 ， 一 个 李 代数 9 的 线性 
子 空间 & 是 Adc- 不 变 的 充分 必要 条 件 就 是 ， R 是 9 的 理想 。 因 此 
李 群 G 的 伴随 表示 Ad 是 不 可 约 的 充分 必要 条 件 就 是 G( 或 8) 的 单 
纯 性 。 因 此 可 利用 不 可 约 性 来 决定 它 的 内 积 。 我 们 有 下 列 结 玉 ， 

引 理 2 ”如果 李 群 G 的 表示 ?4，G 一 GLCV) 容 许 一 个 非 进 化 不 
变 双 线性 型 ， 即 ， 


(249)XDC9)YD) = (X,Y), YX,YEV, 9EG, 

则 9 与 它 的 对 偶 表 示 ?9* 等 价 ， 亦 即 ?给 9*。 反 之 亦 然 。 : 
证 若 ?589*， 则 存在 一 个 线性 空间 的 同 构 o: VV*, 使 

得 


9*(9)0 = op(9), YIEC。 
设 4 ，> 表 示 V xV* 上 的 双 线 性 型 
“8 


<x,f> = f(x), XEVfEV*, 
侨 双 线性 型 
(X,Y) =《X OOCYD)>。 
容易 验证 ( ，) 是 V 上 一 个 G- 不 变 非 退 化 双 线 性 型 。 
反之 ， 若 9 令 ( ，) 不 变 ， 在 (X,Y) 中 令 Y 取 定 值 ， 就 可 以 
看 成 VY 上 的 一 个 线性 函数 ， 记 之 为 0o(Y)EV*。 于 是 0o: V>V” 
是 一 个 同 态 。 又 由 ( ，) 的 非 退 化 性 可 知 ，o 是 一 个 同 构 。 再 者 ， 
(3) <X,oY)>= (X,Y)= (fF(9)X ,P(g9)Y) 
= 《P(g)X ,OFCGONY> = X09) To C9)Y> 
=《X CO) (9)cpC9)Y>， VXEV, 
因此 ， 由 (3) 式 可 知 ， z 
o(Y) = (9*) (9g9)oP(9) (CY), YYEV,gIEG, 
亦 妈 9*(g)o = og(g)，Y9EG 成 立 。 所 以 ?9*。 | 
引 理 3 一 个 李 群 的 不 可 约 复 表示 空间 车 容许 不 变 双 线性 型 ， 
则 它 一 定 非 退 化 ， 且 在 差 一 个 常数 因子 不 计 的 春 义 下 ， 它 是 唯一 
的 。 
证 设 ( ，) 是 一 个 不 变 双 线 性 型 ， 令 
Vi={x€EV; (X,Y)=0, VYEV). 
容易 验证 ;VV 是 一 个 G- 不 变 子 空间 。 由 于 (G,V) 不 可 约 ， Vi 半 V， 
只 能 V1={0}， 即 ( ，) 非 退化 。 
设 加 ( ，) 及 ys( 、) 是 V 上 两 个 C- 不 变 非 退化 双 线 性 型 。 
由 引 理 2 的 证 明 可 知 ， 对 于 办 ， 存 在 一 个 同 构 o1: VV*， 使 
得 019(9)o01-!=9*《9)， 同 理 对 于 名 ， 有 同 构 cs，VY~V*， 使 得 
029(9)0o-1=9*(g)。 因 此 有 
O19(9)01 := 02s9(9)02 VOICEC。 
令 T=0s lo VV 是 V 的 自 同 构 ， 且 有 
rH(9)=P(9)T, VIEG, - 
和 钻 Schur 引 理 的 特殊 形式 可 知 ，z=c( 常 数 )， 于 是 cl = cos, 即 ， 
yxX ,7Y)=cy(xXy)， VX,YEV. | 
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前 面 已 经 指出 ,9 上 的 Cartan-Killing 型 BC(X,Y) 在 9 的 自 同 
构 下 不 变 。 由 于 Ad(9) EAut(9) (gEG), 因 此 BB 自然 也 是 Ado- 不 

如 果 9 是 一 个 紧 臻 单 李 代数 ， 则 相应 李 群 G 的 伴随 表示 Ad 
是 不 可 约 的 。 由 引 理 3， 如 果 ( ，) 是 8@8C 上 不 变 双 线性 型 ， 则 
它 一 定 与 Cartan-Killing 型 B 成 比例 。 

现在 设 ( ，) 是 9 上 一 个 Adc- 不 变 内 积 ， 它 自然 可 线性 扩 
成 8 QC 上 的 一 个 不 变 双 线性 型 ， 因 此 这 个 双 线 性 型 一 定 与 BB 成 
比例 。 另 一 方面 ， 定 理 2 的 推论 说 明 ，-B 是 9 上 一 个 内 在 的 不 
变 内 积 。 因 此 ，( ，) 一 定 与 之 成 比例 。 换 句 话 说 ， 紧 致 单纯 李 
代数 上 的 不 变 内 积 ， 车 差 一 个 常数 因子 不 计 ， 则 是 唯一 的 。 

由 于 上 述 事 实 ， 今 后 我 们 在 讨论 中 经 常 可 把 不 变 内 积 视 为 由 
Cartan-Killing 型 所 决定 的 内 积 ， 或 其 常数 倍 。 


$ 2 根系 、Cartan 分 解 与 紧 致 李 代 数 的 结构 


本 节 将 基于 第 三 章 对 于 伴随 变 换 、 根 系 和 Cartan 分 解 的 讨 
论 所 得 的 基础 ， 进 而 对 紧 致 李 代 数 的 结构 作 有 系统 的 探讨 。 首 
先 ， 让 我 们 把 原先 的 所 得 ， 再 作 一 次 通盘 的 整理 与 分 析 ， 

分 析 

1〉》 由 .上 一 节 的 结果 ， 和 任何 紧 致 李 代数 均 可 分 解 为 它 的 中 心 
与 它 的 单纯 理想 的 直 和 。 因 此 ， 为 方便 起 见 ， 今 后 我 们 总 是 假定 
9 是 紧 致 单 率 代数 。 再 者 ， 当 9 是 紧 单 纯 李 代数 时 ， 其 上 的 
Cartan-Killing 型 B(X,Y) = Tr(adX。ady) 是 负 定 的 ， 而 且 $ 上 
的 任何 不 变 内 积 都 是 8 的 负 常 数 倍 。 在 以 后 的 讨论 中 ， 若 不 加 申 
明 ， 则 以 -BCX,Y) 作 为 8 上 的 内 积 。 它 是 一 个 由 9 的 内 在 结 
构 所 直接 确定 的 内 积 ， 所 以 其 本 身 就 是 9 的 一 种 结构 不 变量 ( 即 ， 
在 同 构 映 射 下 保持 不 变 )。 

2) 一 个 李 代 数 9 的 结构 之 要 点 在 于 其 “ 插 积 ”， 而 括 积 本 身 
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就 是 李 群 G 的 不 可 交换 性 的 线性 化 。 采 取 一 个 全 局 的 观点 ， 一 个 
李 群 G 的 伴随 变换 Ad，G x C->G 也 就 是 G 的 不 可 交换 性 的 “总 
体 ”， 而 Ad，G x8>g 和 ad，98x9->9 则 是 二 元 映射 A4 (g,x) = 
.gxg-! 的 逐 级 线性 化 。 本 节 也 就 是 接 着 前 一 章 §3 的 讨论 ， 运 用 
第 一 章 线性 表示 论 的 手法 ， 对 上 述 伴随 表示 作 系 统 的 剖析 。 

3) 将 表示 论 和 极 大 子 环 群 定理 相 结合 ， 就 会 看 到 ， 可 以 把 
伴随 表示 Ad，G x 9 一 g 的 研讨 归于 它 局 限 到 一 个 选 定 的 极 大 子 环 
群 T 的 表示 Ad|r+，Tx9->g 来 探讨 (第 三 章 8 2 推论 3)。 这 也 就 
是 在 前 一 章 $3 所 讨论 的 根系 和 Cartan 分 解 ， 即 


复 Cartan 分 解 。 9B@C=b@BC® >) Co。， 
(4) e EA(G) 


实 Cartan 分 解 9 = 0 个 > R24)e 


so€EAlG) 


它们 是 我 们 继续 研讨 李 代 数 9 的 结构 与 分 类 理论 的 起 点 。 

4) 一 个 紧 致 连通 李 群 G 的 根系 ( 亦 即 其 李 代数 9 的 根系 ) 
.A(G) (或 A(9)) 也 就 是 它 的 伴随 表示 的 非 零 权 系 。 它 的 第 一 个 午 
要 特点 就 是 每 一 个 根 a€ 人 A 的 重 数 都 是 1， 而 且 kaEA 当 且 仅 当 
= 土 1。 在 前 一 章 $3 中 ， 对 于 上 述 基 本 事实 的 证 明 是 采取 了 下 
述 自 然 的 定义 ， 即 , T。= kerCa; T>U(1))， Ge =2Z(To,G)， 
如 。 =Go/Ts。， 这 样 就 可 以 把 它 归 结 到 秩 1 紧 致 连通 李 群 的 分 类 
定理 来 推导 (参看 第 三 合 定 理 3 和 定理 4)。 

5) 从 方法 论 的 观点 来 看 ， 对 应 于 每 一 对 根 二 xcEA(GG)， 就 

有 一 个 子 群 TCG。CG，A(Gs) = {+4}CA(G)。 当 我 们 把 伴随 
表示 局 限于 人 时， 即 得 9 或 869C 的 Cartan 分 解 和 根系 ， 而 根系 
则 是 伴随 表示 的 一 组 完全 不 变量 。 再 者 ， 当 我 们 把 伴随 表示 局 限 
到 Go 时 ， 则 9GQc 在 Adilco 作 用 之 下 的 不 可 约 分 解 也 就 是 9@C 
的 复 Cartan 分 解 的 一 个 “前 身 ”。 我 们 当然 又 可 以 运用 对 于 G。 这 
种 特殊 群 的 表示 论 的 知识 (本 质 上 , 它 就 是 S: xT 的 表示 论 ) 来 剖 
析 Adleco- 分 解 和 Adlzr- 分 解 之 间 的 关系 ， 即 得 
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sc -<orC@cGoGc@ 二 | 补 co 
pp “j=-9 


其 中 {B+ jo，g9 专 1&7} 表示 包含 于 ACG)、{ 土 0} 之 中 的 9- 等 凑 向 
量 列 。 再 者 ， 上 述 0- 等 差 向 量 列 显然 都 必须 依 Ka>" 成 反射 对 称 ， 


这 也 就 是 下 述 内 积 关 系 的 原本 
(5) 2 = — (p+9) 
(a,a) 


(参看 第 三 章 8 3 之 来 的 讨论 ) 。 本 节 将 同样 地 引进 
Top =7Toeon7r，Coo = ZTo,g 5G), Go,g =Goa,g /To 
这 样 就 可 以 进一步 把 根系 之 中 的 纵横 交错 的 网 络 结构 ， 归 于 最 基 
本 的 秩 2 紧 致 连通 李 群 的 情形 来 探讨 。 
6) 在 前 一 章 $ 4 中 ， 我 们 讨论 的 出 发 点 是 
G/AdET/W, 9/AdS2b/W, 


而 W =NCT,G)/T 岂 做 G( 或 9) 的 Weyl 群 ， 而 且 还 证 明了 W 作 
为 在 了 (或 有 上 的 变换 群 是 一 种 特别 简单 的 反射 变换 群 (第 三 
章 定理 6) 。 这 也 就 是 为 什么 反射 变换 群 的 基本 知识 在 李 群 论 的 讨 
论 中 扮演 着 一 个 重要 的 角色 。 例 如 ， 根系 A 这 个 5 中 的 子 集 就 很 
显然 是 一 个 W- 不 变 子 集 ， 


总 结 上 面 六 点 分 析 ， 对 于 一 个 紧 单 李 代数 8， 我 们 已 有 下 列 
几 点 基本 的 认识 ， 

(a) 9 上 有 一 个 由 其 内 在 结构 直接 定义 的 内 积 

(X,Y)= -BC(X,Y)= - Tr(adxX .adY). 

因此 把 它 限 制 到 一 个 选 定 的 Cartan 子 代 数 ( 亦 即 极 大 子 环 群 的 
李 代 数 )b 上 所 得 的 内 积 也 是 一 种 结构 不 变量 。 

(b》 根系 AC(9) 是 9 的 结构 的 基本 不 变量 ， 它 和 9 中 的 括 积 的 
关系 也 就 是 下 述 复 Cartan 分 解 

WC = QCD > 
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对 于 5 中 任 给 的 元 素 互 和 Co。 中 的 元 素 X。， 
(6) [H,X,。]=2rxi(a, H)X os。 
《c) W 在 b 上 的 作用 是 一 个 由 {rs cE A(9)} 所 生 成 的 反射 
变换 群 ;r, 就 是 欧 氏 空间 9 对 于 a 的 正 交 补 <a>2+ 的 反射 对 称 , 亦 即 
2C0,H) 
《QQ) * 
再 者 ， 对 于 任 给 BE A， 所 有 能 够 表 成 B+1a(IE 有 Z) 形 式 的 根 构成 
一 个 a -等 着 向量 列 ， 亦 即 
{B+jas 1EZ}NA={B + 949 委 1/ 委 ph)， 
其 中 p,q 是 随 a,8EA 的 选取 而 确定 ， 而 且 


ro 有 +pa) =p+qa, 0 = 一 《(P 十 9) 


(上 述 4- 等 差 向 量 列 也 就 是 包含 有 的 G。- 复 不 可 约 表示 的 权 系 。 
它 当 然 是 7。- 对 称 的 )， 
(d》 设 91,9s 是 两 个 同 构 的 紧 单 李 代 数 ，91,bs 分 别 是 8 和 9;. 
中 选 定 的 Cartan 子 代数 ， 则 必 有 一 个 同 构 映射 o，91->9;， 使 得 
0(b) = bs， 它 当然 也 是 保 长 的 (或 称 为 等 距 的 )。 再 者 ， 
ofAC(g)}=A(g), co(g)oc-1= 全 (gs)， 
换 名 话说， 变换 群 
(W(g1) ,bi AC(Q))EW9) by A(CGs))。 
这 也 就 说 明了 CW(9),9,AC9)) 是 一 个 紧 单 李 代数 9 的 一 种 极 
为 精简 的 不 变量 .而 本 章 所 要 证 明 的 主要 结果 (CW (91),b,A(91)) 
和 W(92),9,,AC(9z\) 之 间 和 等 距 同 构 的 存在 其 实业 已 构成 8. 守 8: 的 
充分 条 件 ! 
下 面 让 我 们 先 来 讨论 一 下 (CW ,5,A) 的 几何 。 


ro(H) = 六 一 


(W,b,A) 的 几何 
Cartan 子 代数 5 是 一 个 欧 氏 空 间 ( 其 内 积 就 是 (- B)|,)，A. 
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是 了 中 一 [ 具有 《中 心 对 称 ? 性 的 有 限 子 集 ， 亦 即 ， -人 = A,， 

W 是 作用 于 b 上 的 一 个 反射 变换 群 。{r。; 土 a€E A}) 就 十 W 中 所 

含有 的 反射 对 称 。 现 在 让 我 们 来 分 析 一 下 GQY,9,A) 的 几何 ( 同 

构 ) 不 变量 。 

1》 对 应 于 A 中 的 每 一 对 根 { 土 oj， 反射 对 称 7。 的 不 动 斥 集 

Pas={HEb; (a,H)=0} 

就 是 4 的 正 交 补 空间 ， 它 把 9 分割 成 两 个 半空 间 。 我 们 可 以 任 取 

其 中 之 一 为 正 侧 ， 记 为 S$;， 而 另 一 半 侧 则 记 为 Sz, 称 之 为 负 侧 。 

换 名 话说， 在 每 一 对 根 中 任 取 其 一 为 正 根 ， 男 一 个 则 为 负 根 、 我 

们 以 A!* 表 示 所 有 正 根 的 集合 ，A -表示 人 负 根 的 集合 ,A = ATUA.， 

则 对 于 任 给 的 一 个 正 根 a€E A*， 有 

b= 5 UP, USs, 

Ss={HEDs (a,H)>0), Si={HEDb; (a,H)<0), 

Po={HEDb; (a,H)=0}=F(ro)={HED; ra(H)=H), 

ra(Si)= S75, Tal(Si) = S54. 

从 上 面 这 些 正 根 的 选 定 ， 就 唯一 地 确定 了 一 个 基本 Vey 房 


《7) 


Co = 1 Si， 
它 是 从 空间 b 中 切除 了 【Ps 之 后 所 得 的 开 集 了 【j P。 的 一 
在 区 页“ oeEA” 


个 连通 分 支 。 其 实 ， 前 述 正 根 的 选 定 也 就 是 等 于 在 5b、【」 P。 

CEA 
的 各 个 连通 分 支 之 中 选 定 其 中 之 一 作为 基本 Weyl 房 Co。 因为 从 
一 个 选 定 的 Weyl 房 Co 出发， 我 们 就 可 以 反 过 来 把 那个 包含 Cn 
的 半空 间 选 定 为 正 侧 ， 这 也 就 相当 于 在 每 一 对 根 中 选 定 其 一 作为 
正 根 。 于 是 Ce 就 是 相应 于 这 个 正 根 系 A!* 的 基本 Weyl 房 , 总 之 ， 
正 根系 人 A* 的 选 定 和 基本 Weyl 房 的 选 定 其 实 是 一 回 事 ， 两 者 之 间 
的 对 应 关系 就 是 下 列 等 式 

Co= (1 st={HED; (oO0，VaeAr。 

og€A” 
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2) 由 附录 四 中 关于 一 - 般 反 射 变换 群 几何 的 讨论 ， 我 们 证 明 
了 下 列 一 些 基本 事实 ， : 

(a) Wey! 房 的 个 数 等 于 WW 中 元 素 的 个 数 ( 通 常 用 符号 Wl 
来 表示 )。 而 且 W 在 Weyl 房 集合 上 的 作用 是 单 可 递 的 ， 

(b》O6 构 成 W- 变换 的 -一个 基本 域 ， 它 和 每 一 个 W- 轨 道 有 
hb/W OO,. 

(c) 在 正 根系 A* 中 存在 一 个 唯一 的 极 小 子 集 x， 使 得 C。 = 
站 5;,. 它 岂 做 A* 中 的 素 根系 。 再 者 ，{rej aiET} 业已 构 


成 W 的 一 组 生成 元 。 
往 后 的 讨论 将 证 明 上 述 素 根系 的 度量 性 质 ， 亦 即 
{(Q41304), O190;EA} 
这 样 一 组 内 积 就 构成 了 CW ,9,A) 的 一 组 既 精 简 又 完备 的 不 变量 . 
它 也 就 是 紧 单 李 代 数 9 的 一 组 既 精 简 又 完备 的 同 构 不 变量 。 
定理 5 ”对 于 选 定 的 A*， 令 = {c… ak 是 和 的 素 根系 , 则 
1)》 著 aiayEmyaisaf 则 (atyaf<0 且 ci 一 cy5AC7。 
2》 对 任何 5EA(9>， 都 有 了 瞧 一 分 解 式 
p= > kias, 
i 
其 中 ;EZU<i<k)， 而 且 当 BEA* 时 %; 均 非 负 , 当 BEA' 时 
kk,; 均 非 正 。 
3) 区 构成 (或 )*) 的 一 组 基 。 
4) 车 FEA+，pkr， 则 一 定 有 一 个 6pEA-* 及 一 个 素 根 
airET， 使 得 8=h+ai。 
证 1) 注意 到 车 正 根 c 可 分 解 为 另外 两 个 正 根 之 和 a= ai+ 
as， 风 CQi; 扎 ) 汪 0 和 (as 五) >0 就 蔓 含 着 (ca, 吨 )>0。 击 工 的 极 
小 性 可 知 ，4& 乞 7。 这 表明 每 个 素 根 均 不 能 分 解 为 另外 两 个 素 根 
之 和 。 设 4a;,4; 是 Tx 中 两 个 不 相等 的 素 根 ， 若 041 ~0;EA(9), 或 
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-者 .ai 一 0 和 人 ， 则 是 
Ci = (G1 一 GT) 十 GAS 
.或 者 ai -CjEA-， 于 是 


Qi=(arf 一 Qi) 二 Qis 


-这 均 与 素 根 不 可 分 解 相 了 矛盾， 所 以 ci -ai 入 A(9)。 这 个 事实 也 
表明 在 过 4&4 的 4j- 等 差 向 量 列 中 ， 若 4=0， 而 7 宇 9， 则 一 定 有 
;1 之 0。 因 此 ， 由 (5) 式 可 知 ， 


《aiy 21)<0。 


2) 容易 证 明 01,… ,a 是 线性 无 关 的 。 事实 上 ， 车 它们 线性 
相关 ， 不 妨 设 


xk-1 
ak = >)hMiai= DAS + DMaL, 
t=1 
其 中 40 < 委 0。 记 
0o = D412, T= DAia1e 
由 于 ak>>0， 所 以 os0 (否则 oj =r<0 与 a0 矛盾 )， 而 且 有 


(0,T) = >)14471 《cf 21) 之 0， 


天 以 

(OQ1L)=(0,0) + (0,7)>0。 
男 一 方面 ， 

(0,ax.) 一 274jCaicak)<0， 
这 是 一 个 矛盾 ; 


设 peA+*， 并 假定 对 于 0<y<6 的 每 个 根 7 都 具有 了 Koa 


全 二 之 


这 种 形式 ， 其 中 ,是 非 负 整数 。 我 们 可 假定 6&7x， 因 此 
B= bp,+ Bp,, bi>0 (1= 1,2)。 
于 是 b 二 Bi(t=1,2)。 由 归纳 假设 ， 


p = ksa, 有 = 之 /1 va， 


全 毛 需 EE 
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其 中 ks,ks 均 为 非 负 整 数 。 因 此 ， z 
B= 2D) ks tks) ea, 


ER 


车 peEA-， 则 -BEeEA*， 因此 B= >)jho.a， ho 是 非 正 整数 。 再 


TE 


者 ， 由 + 的 线性 无 关 性 自然 推 知 8 的 表达 式 是 唯一 的 。 

3) 车 严 不 能 构成 8 的 一 组 基 ， 令 凡是 由 严 张 成 的 子 空间 ， 
则 9b 等 b。 令 b=0 Bb”，b* 是 0 关于 不 变 内 积 的 正 交 补 。 则 对 
于 任何 hE A(9)， 都 有 


(8,H) =( 了 hoasH)= Bho,H) = 0， Y HEb’, 
aEn oFn 


庚 此 ， 对 任何 Xs EVpCBEA) 和 态 Eb* 也 有 
Ad(ExptH)Xps =e’"itht) Xp= Xp 

亦 即 

《8) ExpCadtH)Xp = Xp 


由 (8) 式 可 知 ， [万 ,Xpj]=0 (HE9”)。 因 此 ，9” 包含 于 9 的 中 
心 之 中 ， 这 与 的 单纯 性 相 了 矛盾 ! 

4) 若 对 于 所 有 的 ciEr， 都 有 (8,ait) 委 0， 则 由 2) 的 证 明 
可 以 看 出 ，xU {PB} 是 线性 无 关 的 ， 但 已 构成 0 的 一 组 基 ， 这 
是 不 可 能 的 。 所 以 一 定 有 某 个 ct ET， 使 得 (5,ai)>0， 再 由 (5) 
式 可 知 ，9 必 定 大 于 0， 亦 即 6-a;EA。 设 B=24ya;， 由 2) 
可 知 ， 所 有 j; 均 非 负 ， 因 此 在 5- ai 的 分 解 式 各 项 的 系数 中 至 
少 有 一 个 是 正 的 ， 于 是 8 -a;EA+。| 

由 定理 3 的 4)， 我 们 马上 可 推 知 下 面 的 事实 ， 

任何 hEA+，B 均 可 表 为 素 根 之 和 的 形式 ， 

8=ai t+tOi,? 
:其 中 {a1,} 可 以 有 重复 者 ， 且 使 得 


cai te tar (ll<s) 


1 
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均 是 A* 中 的 元 素 ， 换 名 话说， 每 个 正 根 都 可 以 由 素 根 出 发 ， 逐 
步 作 适当 的 相 加 而 得 
再 者 ， 对 于 任何 a,6EA(9) (ao 关 土 6) ,由 (5) 式 可 知 ， 
2Ca,B)/(a,a) 及 2(B,0)/(B,p) 
均 是 整数 。 设 a,P 之 间 的 夹 角 为 9, 则 
(a,B) = (B,a) =|al.|B}.cos 0。 
因此 ， 


由 此 可 知 ， 夹 角 9 只 能 取 使 cos*0 = 3 本, 癌 和 0 这 些 值 。 车 用 


《<6 ,表示 2《B,9)/ (0,9), 称 之 为 B 与 a 的 尖 积 , 则 当 cs 土 ,1p8| 
太 1q| 时 ， 只 有 表 4.1 所 列 出 的 几 种 可 能 性 . 


bs 
车 


[ 


[a | 
一 一 
| 


] 
] 
| 


hp 


co ”和 


2 


9 | 


例 秩 2 紧 半音 李 代 数 的 根系 : 
设 8 是 一 个 秩 2 紧 致 半 单 李 代 数 ，b 是 它 的 一 个 任意 选 定 的 
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Cartan 子 代数 ， 它 是 一 个 二 维 欧 氏 空间 。 再 者 ,Weyl 群 W 是 欧 氏 
平面 5 的 一 个 反射 变换 群 ， 它 的 基本 生成 系 是 对 于 两 条 直线 的 反 
射 对 称 ， 这 两 条 直线 分 别 是 

: P;={HEb; (0a;1,H)=0} (=1,2), 
其 中 {91,92} = 不是 9 的 一 组 素 根系 。 因 为 《ciyas) 和 0, 所 以 由 表 
4.1 即 得 出 ，01,0s 之 间 的 夹 角 9 只 有 字 ， ,3 和 加 -这 四 种 可 
人 能。 相应 地 ， 基 本 Weyl 房 则 是 一 个 夹 角 是 (r - 0) 的 角 区 


Co={HEb; 0,H)>0 Ha,,H)>0), 


其 角度 =-9= 也 ,二 , 工 和 于 。 容 易 看 出 ， 在 上 述 四 种 可 能 性 中 ， 


i1W | 和 根 对 的 个 数 如 表 4.2. 


由 表 4.2 不 难看 出 ，CW,b,A),dimb=2 只 有 图 4.1 中 的 四 种 
可 能 的 儿 何 结构 。 

图 中 用 斜 线 标 出 的 区 域 就 是 基本 Weyl 房 。 事 实 上 ,只 要 将 表 
4.1 和 表 4.2 相 结 合 ， 再 利用 A 的 W- 不 变性 , 就 可 推出 (W ,b,A) 
只 有 这 四 种 可 能 ， 请 读者 自 证 。 

往 后 我 们 将 说 明 恰 有 四 个 秩 2 的 紧 半 单 李 代数 ， 其 (人 ,b, A》 
分 别 具 有 上 述 四 种 几何 结构 。 再 者 ， 由 上 面 对 于 秩 2 这 种 特殊 情 
形 的 讨论 ， 还 可 以 推导 出 下 述 一 般 性 的 结论 。 

引 理 4 设 A(CC) 是 一 个 紧 单 李 群 G 的 根系 ，a,8 是 其 中 两 个 
线性 无 关 的 根 ,V(a,B) 是 由 4,86 所 张 成 的 二 维 子 空间 。 则 
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1) ACG) 站 VCa,B) 与 一 个 秩 2 紧 李 群 的 根系 几何 同 构 ， 即 :- 
它 的 几何 结构 与 上 述 四 种 情形 之 一 相同 。 

2) 过 三 的 c- 等 差 向 量 列 {f+ jas4 委 17 委 p)} 中 向 量 个 数 p 一 4 
+ 1 委 4。 


+B) ,— 
1 恒 成 立 。 


证 令 Top 是 C 中 以 VCa,p) 在 9 中 的 正 交 补 为 其 李 代 数 的 - 
子 环 群 ,G6,y = ZT,,p,G) 和 Go,s =Ga,p /To,p . 由 第 三 合 定 理 2 
的 推论 4 得 知 ，G。.s 是 连通 的 。 令 gp 为 Co,p 的 李 代 数 。 由 9. 
的 Cartan 分 解 和 (5) 式 不 难看 出 
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一 站 一 ,0+h,o 
3) 1-4=p cp. 


9。,p WC = bOIOCH > Cy。 


YE A(GINVIG, £) 
由 此 可 知 ， 台 on 的 秩 为 2 ,而 且 
AGCGop )=AGG)I 站 VCaypB)。 
这 也 就 是 要 证 明 的 1) 。 再 者 , 由 前 面 对 于 秩 2 的 根系 的 几何 结构 
的 可 能 性 的 分 类 ，2) 和 3) 是 很 容易 逐一 验证 的 。| 
最 后 ， 我 们 引进 根系 ( 李 根 系 ) 之 间 的 等 价 关系 ， 
定义 ” 设 Al,As(A1,72) 分 别 是 紧 李 代数 9 和 9s 的 根系 〈 素 
根系 ) . 若 存 在 一 个 一 一 对 应 co，Al->A2z(T1 一 2) ,使 得 所 有 的 “ 尖 
积 ” 保 持 不 变 ， 即 


2 (oa),0(B)) _ _ (oa 有 ) 
Co oth) (007 人 > 人, 历 


对 于 所 有 oa,8EAl(ri) 恒 成 立 ， 则 称 A,As(riyrz) 是 等 价 的 ， 以 
符号 A: 窑 A:(CzS2To) 表 之 。 

显然 ,AlSeA， 是 两 个 紧 单 李 代 数 同 构 的 必要 条 件 。 下 一 厄 的 
主题 就 是 要 证 明 它 也 是 充分 条 件 。 

引 理 5 设 r; 是 Ai 的 一 组 素 根系 = 1,2)， 则 妆 ma 的 充 
要 条 件 是 A 号 A,。 

证 设 z, Xz 是 As 中 对 于 两 种 不 同 的 正 根 选取 的 两 组 素 根 
系 ; Co;C4 分 别 是 0, 中 相应 于 ra 和 的 基本 Weyl 房 ， 则 必 存 在 
唯一 的 元 素 csE 太 > 使 得 (参看 附录 四 ) 

OCC4) =Co， OCT3) = Ta。 

先 证 Ai 宇 A: 一 > 于 rr。 设 CA 一 A 人 :是 一 个 保 持 尖 积 不 
变 的 一 一 对 应 ， 则 | T2 = 二 0《NA1) 显 然 是 A。 中 的 一 组 素 根系 。 由 上 
面 和 的 讨论 ， 存 在 W 中 的 元 素 0。2，A,->As, 使 得 

0.(T2) = 7, 


亦 即 gc。a，Ai 一 A: 是 一 个 保持 尖 积 的 一 一 对 应 , 而 且 


O02 ® O(N1) = NA, 
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这 就 证 明了 zx 各。 

再 证 Tt 如 A 一 ->Al 归 As。。 设 00: TAT 一 Xo 是 一 个 定义 在 球根 
系 Ti,T2 之 闻 的 一 一 对 应 ， 且 保持 尖 积 不 变 。 我 们 要 进而 说 明 可 
以 唯一 地 把 0 线性 地 扩张 成 一 个 Ai,As 之 间 的 一 一 对 应 0, 它 当 
然 也 会 保持 尖 积 。 为 了 叙述 方便 ， 我 们 将 令 

TTT= ta 和 ai， Ta (aaa ai =OoCai)3 
Ai,A3 分 别 表示 Ai,A: 中 相应 于 zt,XTs 的 正 根 系 。 由 定理 3 可 
知 ， 我 们 需要 证 明 的 关键 只 有 一 点 ， 那 就 是 对 于 同一 组 Xi(i=1、 
“ot) KR EZ'), 
i ! 
p= Skiai EA:<S> Bb = WiaEA+r。 


i=1 
{ [ 
对 于 任 给 的 P= >)KiaiEA+, 团 (8) = >yk;， 则 做 的 高 
i=1 i=1 


度 。 我们 下 面 对 于 这 种 高度 Ap) 进 行 归纳 来 证 明 上 述 关 系 的 普 
遍 成 立 。 
当 h(B) =1 时 ,ppEz， 所 以 根本 就 是 已 知 而 不 必 再 证 .其 次 、 

设 上 述 关 系 对 于 所 有 高 度 记 ho 的 正 根 业 已 成 立 ， 要 从 而 推导 上述 
关系 对 于 所 有 高 度 为 io+l 的 正 根 也 成 立 。 由 定理 3 的 4)， 任 
何 一 个 高 度 为 h +1 的 heAi, 都 可 (适当 地 ) 表 为 

B= B+a,, heBi) = ho, 
所 以 我 们 只 要 证 明 下 列 逻 辑 关 系 ， 即 当 h(B1) = hi 时， 

Pita: EA +a EEA, 
其 证 明 如 下 ， 设 {B1 + 7ai39 志 1 志 P} 和 {Pi + 10439 魏 / 委 P) 分 蜀 


是 过 BB' 的 01,91- 向 量 列 ,由 归纳 假设 , At 和 As 中 高 度 委 pe 
的 正 根 已 经 是 等 价 的 ， 所 以 4=9 。 再 者 


— (p+9) = pi,01:>= 《pb ,04>= — (p’ +9’), 
所 以 P' =p。 这 也 就 证 明了 ， 
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bita;: EA'<S>Pp1<—>7 >1 
>0" 十 CQ EAs, | 


$ 3 分 类 定理 与 基底 定理 


前 面 的 讨论 说 明了 两 个 紧 单 李 代 数 同 构 的 必要 条 件 是 它们 的 
素 根 系 等 价 ， 即 9 名 9, 一 >X 守 XA。。 本 节 将 证 明和 赤 宕 rs 业已 构 
成 ,99, 的 充分 条 件 。 这 就 是 下 述 分 类 定理 ， 

定理 4 (分 类 定理 ) ”两 个 紧 单 李 代 数 91,9s 同 构 的 充 要 条 件 
是 它们 的 素 根 系 1, Te 互相 等 价 ， 亦 即 


QPA AT, 


分 析 : 
1) 虽然 必要 性 9229: 一 >T22Tr 是 在 前 面 的 章节 中 业已 证 
明和 的 了 ， 但 是 这 里 不 妨 再 简要 地 提 一 下 ， 设 
SOP OADOAION, GG=1,2) 
分 别 是 9; 中 一 连 串 选 定 的 Cartan 子 代数 , 根 系 , 正 根系 和 素 根 
系 ， 其 中 A; 随 着 5; 的 选 定 而 唯一 确定 ;7 随 着 At; 的 选 定 而 唯 
一 确定 。 
由 假设 ， 存 在 一 个 李 代数 同 构 c，gi-*9。, 而 必要 性 的 证 明 要 
点 也 就 是 要 证 明 有 一 个 适当 的 同 构 0 和，91->9,, 使 得 0 (Xz) = Taz。 
下 面 就 证 明 这 样 的 c“ 存在 。 
ct(bi) 当 然 也 是 9; 的 一 个 Cartan 子 代数 ,由 极 大 子 环 群 定理 ， 
9; 的 任何 两 个 Cartan 子 代数 都 是 共 恩 的 ,所 以 存在 一 个 适当 的 内 
自 同 构 oz: 9:~>9z, 使 得 
| osC0(b,)) = b,, 
亦 即 ， 
O20 0 一 09， 020C0) =b， aroCAD) =Avr。 


-O020 《71) 自然 是 A: 中 的 一 组 素 根系 。 设 Co,Ce 分 别 是 对 应 于 ma 
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和 os0(71) 的 基本 Weyl 房 。 由 附录 四 的 结果 得 知 ， 存 在 唯一 的 
Wi 的 元 素 1( 它 其 实 是 9 的 一 个 内 自 同 构 ) ,使 得 rCCe) = Ce， 亦 
即 
rKCOac(T1)) = NA,, 
这 样 就 得 到 一 个 同 构 170,0， 91 一 9;， 
to20 (1) = Ta。 
这 也 就 证 明了 必要 性 ， 

2) 概括 地 来 说 , fire 的 充分 性 也 就 是 说 素 根 之 间 的 尖 积 
业已 完全 决定 了 一 个 紧 单 李 代 数 的 整体 结构 ， 有 具体 来 说 ， 那 就 古 
可 以 从 Tt 到 rs 的 一 个 保持 尖 积 的 一 一 对 应 rz:， Ti 一 Ta 逐步 扩张 
成 一 个 9 到 9 的 李 代 数 同 构 


os 9gi ->g2， Zi- ,=T。 


为 了 便于 往 后 可 以 同样 适用 于 其 他 几 种 相关 的 情形 ， 本 市 将 把 上 
述 紧 李 代 数 的 同 构 o，91 一 9 和 它 的 复 化 o@BC: gc 一 9099C 
相 结 合 来 讨论 。 不 难看 出 ，cGC 是 一 个 和 9.6@C,9:O3C 上 的 复 
数 共 思 可 交换 的 复 李 代数 同 构 ， 即 


OCIOC (R11) = oC (NX) 多 VYV XI.EQIOC, 
z 81 = {XEQOC; I, = X:} (t=1,2). 
反之 ， 营 了 ，91:@C 一 9:OC 是 一 个 和 复数 共 斩 可 交换 的 复 李 代数 
同 构 ， 即 


(9) 


2Z(XZD=DTGXD， YX,EIDC, 
则 显然 有 Z(91) = 9,, 亦 即 o 一 2| $1 是 一 个 9: 到 9。 上 的 实 李 代数 
同 构 。 本 节 的 证 明 ， 也 就 是 要 逐步 去 构造 这 样 一 个 复 李 代 数 的 间 
构 二 。 ， 
3) 了 的 构造 法 ， 一 如 初等 几何 中 的 作 图 题 , 那 就 是 先 假设 所 
求 作 事物 上，91@C 一 9.@C 的 存在 性 ， 然 后 分 析 这 样 的 “ 求 作 事 
物 ” 和 “已 给 素材 ”之 间 的 内 部 联系 。 这 也 就 是 我 们 即将 着 手 构 
造 2 的 思路 和 线索 。 因 为 求 作 的 二 是 T，X1 一 7 的 一 个 扩张 , :而 : 
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fly7xs 又 分 别 组 成 复 向 量 空间 有 OC 和 0,69C 的 一 组 基底 ， 所 以 


Z(bCo9C) 一 bc9C ? 
而 且 有 


Z| Al? Ai>A,。 


由 引 理 2 可 知 ， 它 也 是 保持 尖 积 的 。 不 仅 如 此 ， 对 于 gcoc 和 
0.00C 的 复 Cartan 分 解 来 说 , 它 把 每 一 个 CCoE AD 映射 到 C_，， 
a’ = 25a) €E A,., 

李 代 数 的 同 构 映 射 是 一 个 保持 括 积 的 线性 映射 ， 而 括 积 则 是 
一 种 双 线 性 运算 , 它 可 以 由 一 组 基底 之 间 的 插 积 系数 来 加 以 描述 ， 
换 名 话说， 在 8.%C 和 9,69C 中 各 应 有 一 组 互相 对 应 的 基底 , 它 
们 相应 的 括 积 系 数 完全 相同 。 

总 结 上 面 三 点 分 析 ， 定 理 4 的 证 明 很 自然 地 归结 为 对 复 
Cartan 分 解 


OC =5QC+ >)C。 
ocA 
的 各 个 子 空间 分 别 选取 适当 的 基底 ， 使 得 它们 之 间 的 括 积 系数 可 
以 由 工 ( 或 A) 中 的 尖 积 系数 直接 推导 而 得 ， 而 且 所 得 同 构 与 gc9C 
上 的 复数 共 斩 可 交换 。 下面 我 们 将 证 明 一 系列 引 理 来 达到 上 述 
“选取 适当 的 基底 ”的 目的 。 我 们 的 起 点 就 是 复 Cartan 分 解 ， 


9WC = hbOCOD > Co, 
(10) a EA 


Cao={XEQ9WC, TH, X=2riC(a, HX, WW HED}. 


3| 理 6 车 XEC。, 则 和 EC 。。 

证 XECo<e >LH,XI=2ni(0,H)X, VYVHED 
< 和 ->[ 万 ,天 = [万 ;X | = -2rxila, H)X,YV HE 
<->XcC-。。| 

引 理 7 设 c,pEA, 而 且 p 关 土 c, 则 有 
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- Corp, 车 ca+pEA; 
《11 ) rea,Co]=1 {0}, 六 a+B&A， 
证 由 Jacobi 恒 等 式 ， 即 有 
fH,LX,, Xs]j=[ILH,Xa], Xp +[LXo,LH, Xp 
= [2xiCa, HYXo, Xs +LXo,27i(B, HXg] 
z =2niC(a + B,H)LXa, Xp 
对 所 有 半 。E C6,XpECgp 和 市 &b 人 恒 成 立 。 这 就 说 明了 若 a+AE 
A), 则 [X。, XpECops 若 ca+ 有 6A, 则 [Xeo ,Xpoj=0。 因 为 Coiep 
(lat+heA) 是 一 维 的 ， 所 以 我 们 只 要 再 证 明 当 6 + BEA,Xo。s,Xp 
均 不 为 零 时 ,[LX。,Xp] 也 不 等 王 零 即 可 。 
假如 [X。, Xsj] = 0, 则 由 上 式 直 接 计 算 可 知 , 子 空间 


U= SCprye 
j= 
在 adX。 和 sdX.。 之 下 不 变 。 这 也 就 是 说 , U 是 一 个 Aalc,- 不 
变 子 空间 。 这 与 假设 Pp 之 1, 以 及 第 三 章 $3 之 末 业 已 证 明 的 结论 ， 
cs, 是 一 个 Adlo,- 不 可 约 表示 空间 相 矛 盾 的 ， 因 此 


[Xo, Xps0 (ca+pcA)、!| 


引 理 8 记忆。 rei 并 且 以 及; 表示 H。, (1<i&D)， 
Qi 蕊 TT。 则 有 

1) [Hao, Xp]=iKp,0>Xp. 

2) 任何 太 。 (0E A) 都 是 { 末 , ;1 三 1 过 站 的 整 线 性 组 合 。 


、 加 Q 。 
证 由 万。= za5) 及 C2) 式 可 知 ， 


. .Pp,0) 
】 一 = 2 
《12) [Ha, Xs =2ni(B, Ho Xp 2 a 
,2p,a) 、 
aa Xs =1CP,0>NXs, 
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在 附录 四 中 ， 我 们 证 明了 {rs ,31 志 1 入 直 业已 构成 W 的 一 组 
生成 系 。 而且 对 任何 aE A, 都 可 以 在 中 找到 一 个 适当 的 4; 和 
在 斌 中 的 一 个 适当 元 素 几 ,使 得 a =w(o;)。 因 此 ， 要 证 明 2) ,我 
们 只 要 能 证 明 ro。 ,C8 i) 是 Hi,…, 昌 1 的 整 线性 组 合 ， 也 就 可 以 反 
复 组 合 ， 推 导 得 2)。 由 定义 ， 


_ 】 

(13) ro (HO) = ja ray os) 
一 1 {a _2(0i,07), | 
na, ,Qi) Cajs07) 4 


=H;- 0,017H ,;, 
但 是 <a;,a1>= -p+9)( 见 本 章 (5) 式 ) 是 一 个 整数 , (13) 式 表明 
rs。,( 昌 是 Hi, 日 ;的 整 线性 组 合 。|1 
注 《<B8,0>= ~ (p+ 9) 是 整数 ， 这 也 就 是 引进 瑟 。 的 好 处 。 
31 理 9 ”对 于 每 个 正 根 4, 可 以 适当 选取 Xs。€ECa,X-.sEC-. 
《XY_a= 哑 ,) ,使 得 
[Xe,X-.a]=iH,. 
再 者 ， 设 Yo,Y-。= 了 。 是 男 一 对 分 别 属于 Co 及 C-。 的 向 量 , 使 
得 
[Yo,Y-o]=iH,, 
则 Y。 和 XX。 只 相差 一 个 么 模 复 数 的 倍数 ， 
证 “对 于 C。 中 的 任 一 非 零 元 素 Xoe, 呈 ooEC-。 令 Xe= 天 


再 者 ， 由 
[FLXe Xe 万 =0 (YHEDb) 


可 知 ,[ 多 。, 针 -a。]E9， 又 由 内 积 的 不 变性 ， 对 任 给 的 日 Eb, 皆 有 ， 
(14) ([X6o,X.s],H)= - (X.o, LX, HJ) 
= oni(a, H)(X.s, Xs) 
= (i (Xo, Xa) a,0) He, H). 
由 (1 和) 式 可 知 , (Xo,X-o) 关 0 且 
[Xo,X-.al=i2on:(a,0) (Xs,, Xa)H,, 
易 一 方面 由 {XX。,XX-。, 日 :} 所 张 成 的 三 维 复 李 代数 也 就 是 5.G 
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TC。 再 由 前 面 业已 熟知 的 秩 1 紧 李 代 数 5 的 结构 ， 不 难看 出 上 述 
括 积 系数 2r (Xe X-。。(a 0) 是 一 个 正 实 数 人 。 因 此 ,我 们 只 要 


把 上 述 {X。，X-。} 换 为 [上 X。, 汪 X-。|, 就 有 


[1 Xa, LX | = LicH, =iH,. 
Le C 1] eo? 


再 者 ， 任 何其 他 有 具有 同样 括 积 系数 的 Y。 和 YY-。= 了 。, 即 
[Ya,Y -al=iH,, 
当然 也 就 有 
Ye=e( X,, 
YY_。= 了 了 。=e”ie 和 ,=eioXxX，| 
注 9。 是 秩 1 的 三 维 紧 李 代 数 ， 所 以 有 一 组 水 维基 {及 ， X,Y}, 
其 括 积 为 
[H,X1=Y, [LH,Y]=-X, [X,Yj]j=H 
因此 在 8&9C 中 可 以 取 另 一 组 标准 基 


I 。 1 . 
{a, aX —1Y) >” t+1Y) | 


它们 的 括 积 为 
HX -iY) | = FF{H, X] -iy), 
+) LH XI+iLA Y= jxX+iy), 


1 1 1] _ 工 rr ， 
广 X 7) ,FX +iy)| = 二 {LX,iY] [iy, XJ]} = 这。 


上 总结 上 面 的 讨论 ， 我 们 可 以 选取 969C 的 一 组 基底 
{H;(1<i<D) ;XECo AEA)), 
它们 具有 下 列 良好 的 性 质 ， 
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对 ,= Xa [Xo ,XX.o]=iHs 亦 即 (XayX-。) = 


1 
oma,0)’ 
\ [Ho, Xp] = i<B, oOXy, 

Co,s 中 一 个 非 零 元 素 ， 车 a + PEA， 

Cx Xs I= (0, 车 a+B&A， 


每 个 已 .,aEA, 都 是 {Eislssts 0 的 整 线性 组 含 ， 而 且 其 整 系数 
定 可 以 由 A 中 的 尖 积 来 加 以 确定 的 。 

因此 ， 还 需要 加 以 研讨 和 妥 加 调 整 的 就 是 下 述 插 积 系数 (也 
常 称 为 结构 常数 ) , 即 : 当 a,6 和 ao+B 都 属于 A 时 ,， 


(15) [Xa, Xp l= Na,p Xasp 
中 的 N62p。 
引 理 10 ”上述 结构 常数 共有 下 列 性 质 ， 
1) No/p =Na,g， Na,g =—Nep,a. 
2) 车 a+B+yY=0 (a,B,YE A), 则 有 
No _ Np,y _ Ny,a 
(16) Ta 


3) 设 a+B+yY+6=0，,， 4,6,7,6EA, 而 且 其 中 不 含 正 负 成 
对 者 ， 则 有 
oy Nap Ne Ngry * Ness oNya* Ness - 
人 [7 
4) |Nopi2=(I-94)216+71a4 委 1/ 委 1)} 是 人 A 中 过 有 的 oa- 向 
量 列 ) 。 
证 1) 由 定义 FLX。,Xp]=Nop Xs。,p 即 得 
[Xp, Xa)= -| Xa。,Xgpj= — Ne,gp Xarps 
所 以 Nope = 一 人 op， 


侧 [X-o,X-.s =[LXo =LXo Xp = 和 op 人 -ee-p5 


于 以 AN ap = NA。 。 
2) 由 内 积 的 不 变性 和 cx+pA+7y=0 即 有 
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(LXos XpT XH) = (NopXX) = Not 


2mr2 |? 有 
(LX。 Xp Xy) = 一 (XpLX。Xy = (Xps Ny,e XX -2) 
1 ,Nye 
on2 ” | | 二 


两 边 略 去 公 因 子 -二 ， 即 得 


No,p _ Ny,s Ng,r 


C16) ry)? 181? ~ lal?°" 
3) 设 othB+7+6=0, 4a,8,?,5EA 且 其 中 不 含 成 对 的 根 , 风 


LXo XeyXy = 人 pyLXos Xpyj 三 八 p,， Na,p+y Xs 
再 对 ae+(8+7)+65=0 运 用 业已 证 明 的 (16) 式 ， 即 得 


《18) LX。LXe,Xy]j=NaoyNo， BX 4 
= ee 2 (|6l2X,). 


将 (18) 式 中 ca,6 ,7 的 位 置 轮换 ， 倒 得 出 [Xs,[LXy ,Xj 和 和 
LX;,,[X。,Xs]j 的 相应 表达 式 , 并 将 这 三 个 式 子 代入 jacobi 恒 等 
式 中 ,再 赂 去 公 因 式 ( 一 161?X-,), 即 得 (7) 式 。 

4〉 为 了 证 明 |N6。,s 1 = 《1 一 49)?, 我 们 采用 两 种 不 同 的 方法 来 - 
计算 LX_-。LX。, Xe]]。 

先 用 括 积 系数 和 (16) 式 ， 即 有 
(C19) [X-oLXo Xp =NopLX-o Xi 

= 人 opN_aoop Xa 


_ >:.， |1| 
一 一 [No [二 54 
其 次 再 用 雪 示 论 的 观点 来 计算 LX-。,[X。,Xpj]] 如 下 :G4。( 或 
6.) 在 Y = Sc,. :je 上 的 表示 是 不 可 约 的 (由 引 理 4, 我 们 还 知 遵 . 
f= 9 
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[ar+ 有 | 


[Bl 


pnP-49+] 寺 4 和 1-94=p。 


量 Y , 令 


让 在 Crac 中 任 取 一 个 非 零 问 


Yi = (dx) i nN, (qi<P). 


则 由 假设 和 引 理 7,{Y 和 4 委 1/ 委 中 构成 Y 的 一 组 基 。 我 们 现在 用 归 
纳 法 再 来 证 明 ， 


‘200) LX-oLX。o, Yi = ~-(p-7D(1-4+7DY,; 《49 委 1 委 p) 


恒 成 立 。 在 起 步 ;= 9 的 情形 ， 
[X-。oLXe, yq]]= - [Xo,LYaq, Xo —[Yoa,LX.。, Xj] 
: =0+[Yga,iHo。|= <pb+40,0%8Y aq 
= 一 (人 P-q)Ydg。 
这 是 因为 6+ga+(-o) 各 A, 所 以 [Ya 和- =0, 而 
[Ya,iHo]= -iC(Hs,Ygq]= -ip+qa,a>Ya 


_ /2CB,a) 
一 (2 十 29)Y。 一 (Pp qd)Yoa。 


现 设 (20) 式 对 于 7 (之 9) 情 形 业 已 成 立 ， 进 而 验证 (20) 式 在 (+1) 
的 情形 也 成 立 ， 
[XoL XLY;,1j] 

一 — [XaLY js Xo)]— [Yi LX-o, Xj] 

= [Xo Xo LXo,Y -iLHe,Y ,1 

=[X。, ~ (Pp-1)(1 -9+NDDY)] 

+KB+(C +1)a 2>Y ra 

={— (Pp-))(1-9I+)- (p+4 +20 + DD)D}Yy,i 

=—(p— (7+1))(1 -4+(C(+1)Y ,1 
因此 (20) 式 对 于 所 有 9 二;7 二 Pp 都 成 立 。 再 者 ,在 i =0 时 ,Yo 与 Xp 
只 相差 一 个 常数 倍 ， 所 以 也 就 有 

(21) [X.oXo, Xl]j= -Pp(1 -0Xp, 

将 (19) 式 与 (21) 式 相 比 较 ， 就 得 出 
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1 


larpl™ P10). 


INa,.sl?’ ° 


再 将 此 式 与 引 理 4 的 3)( 亦 即 ，(1-9) =p。 | 所 -) 相 结合 , 即 
得 所 要 证 明 的 : 


[Noa,pl?:= C1 — 9)>.。 | 
总 结 上 面 一 系列 引 理 ， 不 难 证 明 下 述 Chevalley 基底 定理 . 
定理 5 设 9 是 一 个 紧 单 (或 紧 半 单 ) 李 代 数 ， 
I@C = b@Cc@ 则 >，C。 


GEA 
是 它 的 复 Cartan 分 解 。 则 可 以 分 别 在 每 个 C。 中 选取 适当 的 Xe。 


使 得 
{Hi,1<I<lyXo,0EA} 


这 一 组 基底 的 括 积 系数 如 下 ， 
有 aa=X 和 XXX oj= is。， 
LH;, Xoo]=iKa,0)> Xs, 
LXo,Xpj= 土 (1 一 9D)Xosp (车 0,B,0+ BEA), 
其 中 瓦 。 是 { 旷 i!; 1 委 i 过 上 的 整 线性 组 合 。 

证 ”基于 前 面 一 系列 引 理 所 得 的 结论 ， 本 定理 的 证 明 所 要 做 
的 事 ， 也 就 是 对 引 理 6 中 的 基 元 素 侦 {XX。,XX-.。} (aE A+), 逐 对 进 
行 适当 的 允许 调整 ， 使 得 所 有 的 N。,s 都 是 实数 。 我 们 的 具体 做 
法 如 下 : 

为 了 便于 氢 述 ,我 们 假设 在 上 上 业已 取 定 一 个 大 小 次 序 关系 ， 
而 相应 的 正 根系 和 素 根系 也 就 是 原 给 的 A+ 和 和 工 。 对 于 一 个 给 定 
的 poEA+, 令 

An ={faEAy-p<a<pj， 
我 们 假定 业已 对 于 所 有 acEA， 选 定 了 X。, 使 得 当 a;8 及 ac+p 都 
属于 A 时 ， 能 保证 N。,p ER。 现在 再 进而 选 定 Xe 和 Xe*= 总 o， 
使 得 当 a,p,a+p6EAsUftpo} 时 ,也 能 保证 No。p ER。 其 选取 法 
则 如 下 : : : 
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1) 堵 0 不 能 表 成 人 Ap 中 的 两 个 根 之 和 ， 则 Xp,X-s= 及 。 可 
以 任意 选 定 ， 只 要 满足 51 理 9 即 可 。 

2》〉 若 P 可 以 表 为 人。 中 的 两 个 根 之 和 , 设 p=a+B 是 这 样 分 
解 方式 中 使 得 a 取 最 小 可 能 者 ， 则 令 


Xp= 土 tot" Xe X-poeo= 及 p， 


二 


也 就 是 说 使 得 [XX。, Xpj]= NopXe 中 的 系数 No,p 等 于 土 (I-9) 
(上 式 中 正 负 号 可 任 取 其 一 ， 但 取 定 后 即 不 再 更 动 ) 。 
现在 需要 加 以 论证 的 是 对 于 2 的 其 他 分 解 方式 =4+A， 上 
面 这 样 选 定 的 X。 和 X-p* 也 要 能 够 保证 
LXXo=Nn ER. 
为 此 ， 我 们 对 a+p8+(-4+(-A) =0 应 用 引 理 10 中 的 (15) 式 ， 
即 有 
NopN_ ala+ 有 pl 一 +Np AN ap 
+ 和 NoNao -aa 一 4 ?= 


等 式 左 端 后 两 项 里 , (6, -14) ,Ca,-A, (Ca -1 和 (6, 一 4) 如 果 是 
根 ， 则 一 定 在 A，。 之 中 ， 因 此 和 由己 纳 假设 ,Na -kNe -sy Ni 及 
Np,-n 均 为 实数 ， 而 Na,p 也 是 实数 ,所 AN -，,-。 一 定 也 是 实数 ， 
从 而 Na 也 是 实数 。 这 就 完成 了 归纳 的 证 明 。 | 
有 了 象 上 面 这 样 明确 、 简 洁 的 基底 定理 ， 由 它 来 推论 定理 4 
就 相当 简便 了 ， 北 证 之 如 下 : 

定理 4 的 证 明 必要 性 在 分 析 1) 中 业已 充分 说 明 ， 下 面 着 
手 证 明 充 分 性 ， 亦 即 

TI SeT 一 >9gIS292。 


设 1 Ti 一 Ts 是 一 个 保持 尖 积 的 一 一 对 应 ， 引 理 2 证 明了 :+ 

可 以 线性 地 扩充 成 一 个 由 Al 到 A, 上 的 保持 夹 积 的 一 一 对 应 。 为 

了 便于 叙述 ， 我 们 将 约定 以 {ai 1 委 : 委 尹 表示 TX 中 的 元 素 ， 以 

{toai31 委 ! 委 小 表示 Ts 中 所 对 应 的 元 素 ; 以 4,B8,P,4,k 表示 人 中 
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的 元 素 ， 而 以 0 8 0 光 表 示 它 们 在 :下 所 对 应 的 元 素 。 这 
样 ,8969C 和 9,C3C 就 有 相应 的 复 Cartan 分 解 
gC 一 NYCO > Co。， 


gcCoC = b,.C 中 >, Ca'。 
现在 让 我 们 归纳 地 假设 业已 对 于 每 个 a€E As， 在 C。 和 Co。 中 选 
定 了 相应 的 基底 ， 使 得 当 4,b 和 4&+ PEA。 时 ， 
Na,sg = No ,p' CER. 
然后 再 进而 在 C:e 和 Co 中 选取 Xe 和 和 wo (及 Xp = 时 p,X-p 
= 及 po， ) ,使 得 对 任何 ac,6,a+pEA ULd+p) ,依然 有 
Nop=No,p ER, 
其 选 定 法 则 其 实在 前 面 业已 指明 ， 亦 即 Y 
1) 蔡 ? 不 能 表 成 A。 中 的 两 根 之 和 ， 则 Xp 和 Xp. 可 以 任 选 
满足 引 理 9 即 可 。 
2) 车 ? 可 以 表 成 Ae 中 的 两 根 之 和 , 设 P=a+Bh 是 这 些 分 解 
方式 中 使 得 " 取 最 小 可 能 者 ， 则 令 


羡 。= 土 ot a, Xj) 从-p= 有 下 p， 


了 一 


(要 点 是 取 相 同 的 正 负 号 ! )。 亦 即 有 
Na,,p=No.',p’ ER。 
接着 要 加 以 论证 的 是 ， 对 于 P 的 其 它 分 解 式 ? = 4+ hh， 上面 这 样 选 
定 的 六 ,。 和 半 ,,' 也 要 能 够 保证 
N, ,=N ER 


和 A A sp 


其 证 明 方 式 也 是 应 用 引 理 10 中 的 (17? 式 ， 亦 即 在 下 列 等 式 
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人 opN--nla+pl2+ANa -Na, ap-4 
+ Na, oNg, -nla -41™ ?=0, 

Nor,p Nars-a' lo +B | ?+r Ng ,a No ,a |B -A 1™ 
+ 人 -ooNp ma -A | ?=0 


中 ， 除 了 N- -ae 和 N-xva' 之 外 ， 所 有 相应 的 项 都 相等 这 个 事 
实 ， 当 然 可 以 推出 
N-is -n= IN-a’ yn， 
从 而 有 Nan=ANroarn。 
这 种 归纳 的 选 基 法 就 证 明了 9.@QC 和 9:C95 之 间 存 在 一 个 和 复 数 
共 斩 可 交换 的 同 构 映射 
2: JDC—>9DC, ZX)=EX) ， VXEgIOC 
( 亦 即 ，Z 了 CH4) = 万 ，，2CX。) =Xo 所 定义 者 )， 所 以 自然 有 
5(91) = gs 、 
这 也 就 证 明了 gg9:。 | 
注 1) 若 定理 4 证 明 的 选 基 过 程 中 ， 
Xp= 土 (1 -9)"LLXe Xs] 


每 次 总 是 取 用 正 号 ， 则 所 得 的 基底 之 间 的 括 积 系数 就 完全 由 A 的 
尖 积 系数 所 唯一 确定 。 
2) 在 定理 4 中 ， 我 们 给 出 了 复 半 单 李 代 数 9C9C 的 一 组 优良 
的 基底 
{Hy,1<I<l Xe,oEA), 


其 括 积 系数 除了 出 现 一 些 虚 单位 i 之 外 ， 完 全 是 整数 。 其 实 只 要 
改 用 下 列 基底 ; 
{iH ;,1<I<l; XoaEAh 
则 不 难看 出 ， 它 们 的 括 积 系 数 就 完全 是 整数 了 ! 因此， 我们 还 可 
以 把 这 些 括 积 系 数 都 想 成 是 G/pZS2Zr (7p 元 域 ) 中 的 元 素 ， 就 
得 到 Zr* 上 的 一 个 李 代数 。 
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3) 由 9eoC 的 上 述 这 组 基底 ， 不 难 写 出 9 本 身 的 一 组 优良 基 
床 ， 例 如 : 


. 1 . 1 . + 
Hi,l1<I/<l FX +iX-.), To XaiX-e),2EA | 


就 是 紧 半 单 李 代数 9 的 一 组 优 义 基底， 通常 称 之 为 Weyl 基底 。 请 
读者 自行 写 出 它们 之 间 的 括 积 运算 ， 


$4 素 根系 几何 结构 的 分 类 


前 一 节 的 定理 4 和 定理 5 不 但 证 明了 素 根系 的 尖 积 系数 是 一 
个 紧 半 单 李 代数 的 完全 不 变量 ， 而 且 通 过 优良 基底 的 选取 ， 简 洁 
明确 地 说 明了 根系 尖 积 结构 和 其 李 代 数 的 括 积 结构 之 间 的 关系 ， 
素 根 系 是 一 种 极为 初等 的 几何 事物 ， 它 就 是 内 积 向 量 空间 的 一 种 
特别 的 基底 ， 其 特点 在 于 下 述 “ 尖 积 ” 


《Q f90Q j> = 
所 取 的 值 只 能 是 0, - 1, - 2 或 - 3。 因此 ,为 了 进一步 去 理解 定理 4 
和 定理 5 的 深刻 涵义 ， 当 然 首先 应 着 手 解决 上 述 这 种 初等 几何 事 
物 的 详细 分 类 ， 看 一 看 究竟 有 哪 几 种 可 以 “充当 ” 素 根系 的 几何 
结构 。 
定义 ”一 个 上 维 内 积 空间 的 基底 工 = {0ys17 志 站 岂 做 一 个 
几何 秦 根 系 ( I 叫做 它 的 秩 )， 车 其 尖 积 


ai = {0,1,2,3}, 
《QQ 让 


两 个 几何 素 根系 7 ,7 之 间 若 存在 一 个 保持 尖 积 的 一 一 对 应 ， 
则 称 它 们 是 等 价 的 ， 以 rs2Fz 记 之 。 


106 


车 一 个 几何 素 根系 x 能 分 解 成 两 个 互相 正 交 的 非 空子 集 ， 则 
称 之 为 可 约 的 ， 反 之 ， 则 称 之 为 不 可 约 的 。 

本 节 所 要 讨论 的 就 是 不 可 约 儿 何 素 根系 的 等 价 分 类 问题 。 

分 析 

1)》 因为 尖 积 是 相似 不 变 的 ， 所 以 我 们 在 讨论 上 述 几 何 素 根 
系 的 等 价 分 类 问题 时 ， 自 然 要 把 注意 力 集中 在 各 个 向 量 之 间 的 夹 
角 上 。 再 者 ， 从 夹 角 的 观点 来 看 ， 


<ais0;>=0,—1,—2,—3<>0(0,,0)) = 。 ,< 


(其 中 (a, ,0 1) 表示 241,01] 之 间 的 夹 角 )， 因此 、 我 们 不 炉 先 来 

研讨 一 个 略为 简便 的 儿 何 问 题 ， 即 每 个 向 量 都 是 单位 长 ， 任 何 两 
个 向 量 之 间 的 洋人 角 只 取 上 述 四 种 可 能 的 角度 之 一 的 基底 的 分 类 问 
题 . 

2) 为 了 便于 讨论 上 述 几 何 问题 ， 我 们 可 以 采用 下 述 图 形 标 
记 法 ， 即 分 别 用 上 个 点 来 标记 【个 单位 长 向 量 ， 然 后 用 两 点 之 间 
的 连 线条 数 是 0,1,2 或 3 分 别 来 表达 相应 的 两 个 向 量 之 间 的 夹 角 是 
Tn 2 37 57 
273， 和 4 4 或 6 | 

抽 扩 是 各 性 的 村 忆 法 ， 别 拓 训 沙 ， 例 各 ， 这 种 图解 中 
的 连通 分 支 也 就 相应 于 把 基底 分 解 成 相互 正 交 的 不 可 约 子 集 的 并 
集 。 下 面 让 我 们 开始 对 这 种 不 可 约 基 底 (或 其 所 对 应 的 连通 图 
解 ) 加 以 分 类 。 换 句 话 说， 究竟 娜 几 种 连通 图 解 是 几何 上 可 能 实 
现 者 ， 简 称 为 几何 上 可 行 的 图 。 

3) 设 DD 是 一 个 含有 i 个 点 的 几何 上 可 行 的 图 ， 亦 即 存 在 一 
个 1 维 内 积 空 间 V 中 的 -个 由 单位 向 量 组 成 的 基底 

z={a;l<IR!), 
它们 之 间 的 内 积 是 
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《ci ai) =1, 


(22) T Ox 3x |] 


《aiyai1) = Cos(041), O41} e {3,3 
0i; 的 值 由 DD 中 连结 相应 点 之 间 的 线段 条 数 而 定 。 从 上 面 这 一 组 
给 定 的 基 疝 量 之 间 的 内 积 ， 当 然 可 以 用 下 述 展开 式 来 计算 Y 中 任 


1 
何 一 个 向 量 t = > ,xjajy 的 长 度 ， 即 ; 
j—1 


} 
OI = ,6) = >, (Gi,01)X1Xye 
ts j=1 
i 
换 名 话说 ， > (gi,07)X4Xj 应 是 一 个 正定 二 次 型 。 其 实 , 这 也 


i» f=!1 
就 是 忆 的 几何 可 实现 性 的 充 要 条 件 . 
引 理 11 设 忆 是 一 个 几何 上 可 行 的 图 ， 上 是 它 的 点 数 。 则 呈 
中 相互 连接 的 点 对 的 个 数 不 超 过 ( - 17。 


证 令 4= las。 由 于 a1,…,ai 线性 无 关 ， 故 <0。 因此 
i—l 
并 
0< (CU = D019) + 2 041,0) 
一 1 <j 


一人 二 之 )2(aiyaj)。 
i<j 


所 以 
>，-2(aiyai) < 
i<j 
另 一 方面 ， 由 (a1,0y) 取 值 范围 可 知 ， 若 (elyaj) 所 0， 一 定 
有 
一 2(0aiy 1) 之 1， 
因此 引 理 11 自 然 成 立 。 | 
引 理 12 ”是 一 个 几何 上 可 行 的 图 ， 则 
1) 万 不 包含 循环 。 即 ， 没 有 这 样 的 子 集 {al,…，as}, 使 得 
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《aliasz)s0, (cs 98) R00, (alyas) 交 0 日 (aai) sc0。 

2) 设 DD 是 D 的 一 个 连通 子 图 (由 DD 的 一 部 分 点 以 及 原来 有 未 
接 它 们 的 线段 所 组 成 的 图 叫做 子 图 )。 若 4a€D, 且 4& D1!:， 则 至 
多 有 一 个 BE Di， 使 得 a 与 8 是 相连 的 。 

3) 过 任何 一 个 点 至 多 有 三 条 线段 ( 重 数 计算 在 内 ) 。 

4) 当 ! 之 3 时 ，D 不 包含 子 图 


CE ) 


证 任何 几何 上 可 行 的 图 的 子 图 ， 当 然 还 是 几何 上 可 行 的 。 
1)》 苦 {al…, at} 是 一 个 循环 , 则 由 它们 组 成 的 子 图 至 少 有 KK 
个 互相 连接 的 点 对 ， 这 与 引 理 11 相 矛盾。 
2) 若 4 与 B1,B,€ Di1(B1 志 Bs) 均 相 连 ， 则 形成 -个 循环 ， 与 
1) 韦 盾 ! 
3) 设 6EDD， 且 令 ai…,a: 是 与 5 相连 的 点 。 若 ai af(C1 委 : 
1X) 相连 ， 则 我 们 将 得 到 一 个 循环 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因此 
(ai,0)) = 0 (lI/<R). 
在 由 ,a,…,a; 张 成 的 子 空间 中 ， 可 取 一 个 非 零 癌 量 co， 使 得 
(00,01) = 0 (lk)., 
从 而 900,01,… ,4 ,组 成 这 个 空间 的 一 组 正 交 基 。 记 9(B,4,) 表 示 有 
与 cj 之 间 的 夹 角 ( =0,…,Kk)， 则 


Sj eos0(p,01) = 1。 
1 一 0 
又 国 为 AP, ai, as 线性 无 关 ， 所 以 


Ch 9 Q0) 0, 
而 且 有 


k 
D4c0s’0(B ,01) <4, 


t=—1 
另 一 方面 ， 
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4c0s*0(p ,0,) (=0,1,2,3) 


就 是 连接 6 与 c; 的 线段 数目 ， 于 是 我 们 马上 得 出 3) 的 结论 。 
4) 车 a,B 用 三 条 线段 相连 ， 由 3), 它们 均 不 能 与 任何 其 它 的 
点 相 连 。 | 
D 的 子 图 C = {01,… ,0，} 称 为 是 一 个 单 链 ， 若 
2(ai)airl) = —1 (i=1,2,. ,Kk— 1), 
也 就 是 


引 理 15 设 D = (aasgp 681) 是 一 个 几何 上 可 行 的 
图 ， 其 中 C = {at ,44}) 是 一 个 单 链 ， 令 4 = 0 +。…+aiy 则 万 ”= 
{a,Pi1,… ,Bjy} 仍 是 一 个 几何 上 可 行 的 图 。 其 中 B,,P: 之 间 连 接 情 
况 与 忆 相 同 ， 而 对 于 给 定 的 5.， 若 没有 ai (1 =1,2,*…,k) 与 6 相 
连 ， 则 8, 与 4 也 不 连接 车 41 与 ,相连 (由 引 理 12 的 2，， 这 样 的 
ai 是 上 唯 一 的 )， 则 6 ,与 c 的 连接 情况 与 忆 中 ,与 ci 连 读 情况 相同 。 
从 图 上 看 ， 相 当 于 把 单 链 {01,…,2,}“ 缩 ”成 一 个 点 2。 : 

证 首先 有 


(Ca,a) -Pe Da)) 


= > a1,01) + 2 C041,0)) 
i< 


-一 
=k-(k-1)=1. 
其 次 ， 若 hb 与 91: 相连， 则 2(a,B,)=2C94,B)，、 而 且 
4Ca,Ps)?=4C01,PBs)’, 
这 表明 {0,P,,…,Ps} 确 是 一 个 几何 上 可 行 的 图 。 | ~ 
作为 推论 ， 我 们 有 
引 理 14 ”下 列 图 都 不 是 几何 上 可 行 的 图 的 子 图 ， 
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PR 


证 和 由 引 理 3， 我 们 可 把 单 链 “ 缩 ”成 一 个 点 ， 从 而 发 现 上 
述 诸 图 均 出 现 了 通过 四 条 线段 的 点 ， 这 是 不 可 能 的 。 | 

使 用 于 述 诸 引 理 ， 我 们 便 可 给 出 所 有 可 能 和 的 几何 .上 可 行 的 
司 ， 

2 = 工时， 只 有 一 种 ， co 

当 ! 一 2 时 ， 有 以 下 三 种 ， 


oo ， omm=-0 和 ms 3 


现 设 ! 之 3。 
第 一 种 情 帝 ， 中 包含 子 图 oe====o 。 由 上 述 诸 引 理 可 知 ， 
号 只 能 具有 下 列 形 式 


会 | OQ2 入 


个。 hb 


《Qi Qi+1) = -0 = 1],°**,5—~1), 


1】. 
(B,,P sis1) 一 -0 =1,…,t— 1)s 


县 4(as ,P41):= 2. 
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2 t 
令 a= Dia;, b= >)71B,, 
1 了 1 
则 有 
a s-1 
(a,a) = Dai,01)+2 Pili+t+D) la,, a.1) 
i 1 1 1 


z TR 1 
-之 "I+ Das+D. 
类 似 地 ， 
(B,B) = tlt+ 1), (a,B)? = 3 So。 
由 于 4 与 线性 无 关 ， 改 人 a,p) 2 一 (aa)(C8 6)， 即 
ss st Dbltt D> -Dut-D<2. 


因为 s,t 均 为 正 整 数 ， 故 只 有 三 种 可 能 ， 
(a) s=1，t 任 取 ; 
(b) s 任 取 而 上 = 1; 
(ce) s=t=2, 
第 二 种 情况 ， 万 不 包含 子 图 ez=o 。 
若 不 存在 通过 三 条 线段 的 点 ， 那 么 仅 有 的 可 能 性 就 是 


ee 


否则 ， 呈 必定 是 下 列 形式 的 图 ， 


Ci Qs Qs—i 6 
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不 失 一 般 性 ， 我 们 设 s 之 ! 二 u 宇 2。 令 


a= Sia,, p= 5 jpy, y= Sy se 


类 似 于 第 一 种 情况 ， 我 们 有 


(oo = LsCs—), (16 = GD， 
(7,7) = Lu 1). 
2 
(a,6) = -1 (s—1) (Bp,6) = -GD 
》 一 2 9 2 ? 


1 
(Y,6)= -s(t-1)., 


因为 ,6,Y 两 两 正 交 ， 所 以 可 扩 成 一 组 正 交 基 {eo1,*…,e1},， 使 得 
其 中 
Cl 二 CQ， e, = 6, 6 二 7 
又 由 于 e1,es,6s,5 是 线性 无 关 的 ,所 以 必 有 一 个 这 3， 使 得 (e ,6) 
0。 因 此 ， 
3 ! 
Dy cos0 le, ,6) << > eos (es ,0)=1。 


一 】 1 一 下 


另 一 方面 ， 


3 -~ (la? _1/,. 
cos0(0,6) = era) es -a(1 


o | 一 
Mem 
下 


cos2( 有 ,5) =- (1 -二 )， 


cos2(7) ,0) = 一 (1 二 
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于 是 我 们 有 下 列 不 等 式 


因 为 2 之 2， 我们 有 


又 由 之 上 我们 得 出 


故 只 有 := 2 或 3。 
若 t = 2, 则 u =2， 这 时 s 可 伍 取 
若 t=3， 由 


我 们 可 知 s 二 6， 故 只 可 能 是 s = 3,4 或 5. 在 这 种 情况 下 ， 由 


上 1 -上 
Ed 


_ 工 
S t 


可 知 ，4 = 2。 

这 样 ， 我 们 就 穷尽 了 所 有 的 可 能 性 。 最 后 ， 为 给 出 几何 素 根 
系 ， 我 们 再 考虑 到 向 量 的 长 度 比 ( 参 看 本 章 3 2 表 4.1), 在 图 中 
用 两 条 及 三 条 线段 相互 连接 的 点 之 间 的 连 线 上 加 上 上 和 销 头 ， 使 箭头 . 
指向 较 短 的 一 个 向 量 。 

把 王 述 诸 结果 总 结 成 下 列 定 理 ， 
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定理 6 几何 素 根 系 的 图 解 只 能 是 下 列 图 形 之 一 ， 


(L221) 
Ai: 
(! 之 2) 
B O———0— C—O0——— Oi 
1s (之 3) 
Cs OO 
《! 之 4 
D,, O——0— 
E,, |. 


Ess , . ] 0 . 
0 一 一 一 一 一 0 
Ca 


C:: 


现在 ， 我 们 应 对 上 述 每 一 种 图 ， 给 出 它 相 应 的 几何 素 根 系 : 

来 

。 设 R' 是 1 维 欧 氏 空间 ，e,,…,ei 是 R' 的 一 组 标准 正 交 基 。 
1) 令 a， =ei~-ei:li(C=1 2 和 ,一 1)。 容 易 验 证 ， {Qaiy Gay 

…,Q1-1} 线 性 无 关 ， 而 且 . 

《aiy Qi) 三 2 《! = 1 一 1)， 


《aiy aiei)= —1, 
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(a Qs0;) = OO-— 1,1 二) 
斯 以 {91,~…,a1-1) 是 


Ri- -2 e, ER!, > -0| 

中 具有 图 A4,- ,的 几何 素 根 系 。 

2) 售 a, =e,s eyili=1, ,Ll 1),01=el,， 则 {91,*…,01} 
是 Ri' 中 具有 图 B, 的 儿 何 素 根 系 ， 

这 可 以 与 1) 类 似 地 验证 . 

3) 令 ai =ei-eiiG=l… -1)，a=2ei， 则 (oa ，…， 
Q1} 是 Ri 中 具有 图 C ,的 几何 素 根 系 。 

4) 令 a =ei-eraG=l -ID，o=eri+el by{o, 
“0 01} 以 品 ; 为 图 。 

5》 取 i = 3,91 =el e202 = ~ 2el +es+es; 则 {Qa1,02) 的 图 为 
:G2。 z 

6》 取 i = 4。 


Qi = 82— 3,02 ~ E39 04> 
jo。 aos-l ) 
Ca 二 ee4， Qu (ec ? 


蓝 {oktyasyasy ai 以 忆 为 其 图 ， 

7〉 由 于 Ee,E’l 均 是 Es 的 子 图 ， 因此 我 们 只 须 给 出 相应 于 Es 的 
几何 素 根 系 就 足够 了 。 取 ! =8, 令 

Ql = 三 《el1 十 eg) > Setestetesteete), 
GG, = €l + €,, aa; = ez — 1, QE 2, 45 二 64 一 人 3? 
06 一 5 一 4 0 三 66 一 6 08 二 6867 一 ee 

日 |{ai ,aay aay aidyoasyasyaryas} 是 以 已 为 图 的 几何 素 根系 。 定 理 6 中 
诸 图 解 分 别称 为 相应 素 根系 的 Dynkin 图 。 

到 此 为 止 ， 我 们 剩 下 的 唯一 任务 就 是 对 每 一 种 可 能 的 素 根 
系 ， 找 出 以 其 为 素 根系 的 紧 致 单 李 代数 。 在 下 一 六 中 ， 我 们 将 对 
镁 大 系列 41,B1,C1i1 和 DD 进行 讨 论 。 
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$ 5 典型 紧 单 李 群 的 伴随 表示 及 其 根系 


在 第 二 章 $ 1 之 末 ， 我 们 业已 初步 地 介绍 了 几 种 重要 的 线 性 : 
变换 群 。 在 本 节 中 我 们 进行 进一步 讨论 ， 
根据 本 章 8$ 3 中 所 证 明 的 分 类 定理 ， 我 们 把 肥 单 李 代 数 的 分 
类 归于 不 可 约 素 根系 的 分 类 ， 接 着 在 8 4 中 ， 又 证 明了 不 可 约 ( 几 . 
何 ? 素 根系 只 有 4A,,Bi,C1,Di 四 大 系列 外 加 五 个 孤立 的 特例 Eu， 
ET FEs,Fs 和 CC。 本 节 将 对 于 连通 紧 致 线性 李 群 SU (nm) ,SO 和 
-Sp(D) 的 伴随 表示 及 其 根系 进行 计算 ， 从 而 说 明 ， 
SU(i+1》 的 素 根 系 就 是 A， QU 之 1); 
SO(2L+ 1) 的 素 根 系 就 是 8B (i 之 2)， 
sp(L》 的 素 根 系 就 是 C，(! 宇 3)， 
SOC21) 的 素 根 系 就 是 D: 〈! 宇 4)。 
这 也 充分 显示 了 上 面 这 些 典 型 群 在 李 群 理论 中 的 基本 重要 性 。 下 
面 所 做 的 实例 计算 ， 从 本 质 上 讲 ， 就 是 3 3, 8 4 中 分 类 定理 的 发 
祥 地 。 


1。U(n) 和 SUCn) 的 健 随 束 示 及 其 根 采 


UCn) 和 SU(Cn) 本 身 就 是 用 它们 在 C" 上 的 线性 表示 来 定义 
的 。 我 们 将 用 Lbs 和 有 4 分 别 来 标记 U Cm) 和 5SU0 (Cn) 的 这 个 自然 表示 。 
再 者 ， 它 们 的 极 大 子 环 群 可 以 分 别 取 为 : 


e2ai yi 
MM 0 
T* = 9g 一 各 2FXi J 9 
， » 8 
: 《23) e2xl ®t 
e2ni 2 ， 
, 四 0 ， 
人 1 一 总 一 BERi 1 9》 
咒 
* 必 
e2x 组 
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0 十。 十 0 二 0。 

:区 此 它们 的 Cartan 子 代数 分 别 是 R" 和 R"-:!:， 而 (91,… ,0s) 就 是 其 

上 的 坐标 参数 ， 在 R"…' 的 情形 要 有 +…+0,s=0 这 个 附加 条 

件 。 由 特征 函数 和 权 系 的 定义 ， 即 有 

Xp nner tte te f+ oe tosis, 

LL) = {0 ,0 ,0n}. 

而 za 的 情形 只 是 在 上 述 表 达 式 中 附加 9% +b+……+gas=0 的 限制 。 
SUn)=Un)NSLn,C)EUn) TGLn,C), 

因此 SUCn),U(n) 均 是 GL(n,C) 的 李子 群 ， 故 SU(n) 和 U (mm) 的 李 

代数 都 是 GLCn,C) 的 李 代 数 gl(n,C) 空 M(n,C)(n 阶 复方 阵 ) 的 

-李子 代数 。 再 者 ， 对 于 XEgicn,C),u,vEC"*， 不 难 验 证 ， 

(CExptx)eu, (ExptX) = u,v), YtER 


ca4) | 


当 且 仅 当 
CXeu,v) + Cu Xv) = 0， 
亦 即 多 是 余 Hermite 的 ,此 外 ， 
det Exp(tX)=e!'TX, 
所 以 U0 0n) 的 李 代 数 由 gl1(n,C) 中 的 所 有 终 Hermite 元 素 所 组 成 ， 
SUCn) 的 李 代 数 则 由 glCn,C) 中 的 所 有 迹 为 零 的 斜 Hermite 元 素 所 
组 成 。 在 本 分 节 中 ， 我 们 将 以 8 表示 U (mm) 的 李 代 数 ，98 表 示 5U(n) 
的 李 代 数 而 不 再 另外 说 明 。 两 个 熟知 的 简单 事实 是 : 
(a) X 是 斜 Hermite 的 < 拓 >1X 是 Hermite 的 。 
(b》 glCn,C) 中 的 每 个 元 素 都 可 以 唯一 地 写 为 Hermite 元 素 
和 斜 Hermite 元 素 之 和 ， 亦 即 
= 二 (4 十 AL#)》 十 (A— A*)。 
由 这 两 个 事实 马上 可 知 
GC =9Dig=gln,C),. 
我 们 可 以 从 两 种 观点 来 说 明 U (mn) 在 8BC=gln,C) 上 的 伴 
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A 


戎 表示 
UCn) x gln,C)—gln,C). 


1) 从 矩阵 的 观点 来 说 ，gl1(2，,C ) 是 mn 阶 复方 阵 的 全 体 。 对 于 
任 给 的 g EUCn) ,X= (xj3) Egl(n,C), 
(25) Ad(g)X =g. Xe.g 1。 
车 将 9 取 自 T"， 即 令 
e3zi2l 
g = oat # 7 


。 要 号 
©2ni 


则 有 
《26) Ad(9)X=9.X。9- 


.# 
e271 1 


“. 8 


On 


al 4 ) 
一 (ei {0 7-8.) Xjk)e 
煌 (26) 式 可 以 看 出 9@C 的 复 Cartan 分 解 如 下 ， 
bcoCc 由 所 有 复 对 角 和 矩阵 组 成 ， 

, A={(0;—0) 7k}, 

(26 ) cc; -69,) 就 是 由 gl1(n,C) 中 在 ( ,有 ) 处 之 外 的 数值 都 
一 律 为 零 的 矩阵 所 组 成 的 一 维 子 空间 。 

将 上 面 的 讨论 加 上 0， + Os+ ** t+ On = 0 的 限制 ， 并 且 只 作用 在 
GOC = sl(n,C)( 迹 为 零 的 7n 阶 复方 阵 全 体 ) 上 ， 就 得 出 SU Cn) 的 
.根系 和 复 Cartan 分 解 。 
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车 采用 6>>0:>，…>bn 的 大 小 次 序 ， 即 得 0G0D 和 SUCn) ( 允 
SU(n) 要 附加 了 9;= 0 的 限制 ) 的 根系 、 正 根系 和 素 根系 如 下 ， 


A={(0;-0;), 1<i/<k<n), 
《27) 本 =- 人， 1 委 1 天 kK< 委 1 ， 
Tr={(0i-0i0，1<T<z- 1}。 
记 aj =0--0iC1 = 人 一 1)， 不 难 验 算 它 们 之 阅 的 尖 积 . 
是 


(27’) 《0j;,0)> = 2 
aiyai>=0， ka;,;+1, 
所 以 它 的 素 根 系 是 An- :型 的 。 
2) 我 们 也 可 以 从 “多 线性 代数 ”的 观点 来 计算 LU) 和 


SU(7) 的 根系 。 


[end 一 1， 


pn UGL(V) VEC") 
是 自然 表示 。 则 
gHOC= gn,CLZLV I VLVOV*, 

从 多 线性 代数 的 观点 ， 上 述 同 构 都 是 自然 同 构 。 在 第 一 章 3 2, 我 
们 定义 了 一 个 表示 (G,Y) 在 .2(V,Y) 上 所 诱导 的 表示 ， 并 证 明了 
它 等 价 于 CG,V)@(G,V*)。 由 上 述 诱导 表示 的 定 义 与 (25) 式 相 
比 ， 我 们 发 现 ，U (nn) 在 8BC 纪 (VV) 上 的 伴随 表示 AdGQC 就 
是 这 个 诱导 表示 ， 所 以 AdGC 等 价 于 VEOV* 上 的 诱导 表示 


HPnCoOHp。 即 ， 
AdOOC Qh Orn. 


对 SU(n) 的 情况 ，A3C@C 与 诱导 表示 的 作用 方式 相同 ， 只 是 作用 
空间 不 同 ， 这 时 有 .O23 不 是 不 可 约 的 ， 它 在 S1(n,C) 上 的 限制 
是 AdCoC 。 
现在 把 U(n) 的 上 述 线性 表示 限制 到 它 的 极 大 子 环 群 TT 上， 
印 得 
(28) 〈Ad |r DC = pW = Chnlrs Os lr )。 
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匠 T* 和 An 的 定义 ， 
pr ra = 0 中 人 9 中 中 pr， 
“29) {VV.eev ,DPV 
其 中 VV; 都 是 复 一 维 的 ,?;(9) 在 V; 上 的 作用 就 是 条 以 。*" ;7 倍 ， 
再 者 ， 由 对 偶 表 示 的 定义 ， 即 有 
palr* = 人 四 中 他 中 中 or， 
= 个 中 Y; 由 … 中 ， 


其 中 v3C9) 在 V7 上 的 作用 就 是 乘 以 e-*" 1。 综 合 (28),(29) 和 
《29) 式 ， 即 得 


C29’) { 


(Adlrn) @C = 之 71 
(30) z 
VV" = > V ,COVE, 
ft,je=) 
其 中 0995C9) 在 V OVE 上 的 作用 就 是 科 以 en 再 从 
- 权 系 和 根系 的 定义 ， 便 得 出 
A=0O’ (CAdlrGC) = {0;- bx; 1<IXKEn}, 


2。 SO(n) 的 件 随 表示 及 其 根 条 


SOCn) 是 1 维 欧 氏 空 间 R" 上 的 所 有 保持 定向 ( 亦 即 行列 式 为 
1 的 ) 正 交 变 换 所 组 成 的 群 。 我 们 将 用 Pn 来 标记 这 个 自然 的 实 线 
性 表示 (SO(Cn),R")。 它 的 极 大 子 环 群 取 为 ， 当 n=2L 时 ， 


cog S170, -Sin?n0, … 
gin 270 ， coO8s210， 


COS2N0; ~ Sin 2x0) ] 
$= | nin2x0; cos 2x0} 


.Cor 2n01 一 sin 2X707 | 
sin 2x6, cog 2x0, | 
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当 n=2+1T 时 ， 则 在 其 在下 角 补 一 个 1 。 我 们 将 以 了 表示 上 述 
子 环 拜 ， 以 (0 0，…，091) 为 相应 Cartan 子 代数 上 的 坐 标 参 数 。 
将 puizrl 复 化 ， 即 有 ， 当 ?=2L 时 ， 

(pr [rx OC = 09.0D9" DB-…D? DIB.…DI1D, 
R*OC=C"*=V,ODViD“DV DViPB"“DV DV'. 


当 n=2l+1 了 时 ，(31) 式 中 关于 (Cprn1lr')@C 的 表达 式 再 多 加 一 个 
平凡 表示 1 ， 而 在 《" 的 分 解 中 再 多 加 一 个 不 动 的 方向 CY。(31) 
式 中 ，V ;,V5 都 是 复 一 维 的 ， 而 jy(C9) 和 9% (9) 在 其 上 的 作用 分 
别 是 乘 以 e: 7 和 -2717 7， 

现在 让 我 们 再 来 看 一 看 SO0(z) 的 李 代 数 和 伴随 表示 。 SO 
是 GL(n,R) 的 子 群 ， 所 以 它 的 李 代 数 是 

gl(n,R) = {所 有 7 阶 实 方 阵 } 
的 一 个 子 代数 。 再 者 ， 对 于 任 给 的 XEglCn,R) 和 4,v€E R"， 不 
难 验 证 : 
(ExptX 。u, ExptX «Vv) = (u,v), yteR 

当 且 仅 当 


(31) | 


(Xu,v)+(u,X ev)=0 
( 即 XX 是 斜 对 称 的 )， 所 以 SO (WD) 的 李 代 数 也 就 是 由 所 有 和 斜 对 称 
和 的 实 n 阶 方 阵 所 构成 的 李 代 数 。 
pn =《SO(n),R"*) 是 一 个 保持 内 积 ( 正 交 对 称 双 线 性 型 ) 不 变 
的 线性 表示 ， 由 本 章 $1 中 引 理 2 可 知 ， 一 定 有 0 = ps。 因 此 . 
SO 在 


gln, R)S2R"OCR")* 
上 于 的 诱导 表示 
pn OPQPr DPs. 
再 者 ， 利 用 内 积 把 
gl(n, R)SQR"O CR")* 


和 R"@R" 对 等 起 来 。 在 此 对 应 之 下 , 斜 对 称 方 阵 显然 和 R"CR” 
122 


让 的 作对 称 张 量 相 对 应 。 类 似 于 第 一 小 节 的 讨论 ， 不 难看 出 
Ad(SOCn)) = 420n。 
接着 ， 我 们 着 手 来 计算 50 Cn) 的 根系 和 它 的 复 Cartana 分 解 。 为 
此 ， 我 们 应 计算 
(Adlzi)GOC = A?pr lr OC = ps|r' OC) 
的 完全 分 解 式 以 及 它 在 每 个 一 维 不 变 子 空间 上 的 特征 秆 
设 V 是 一 个 1 维 复 向 量 空 间 ，{ekil 和 ks 和 nj 是 了 Y 虽 对 于 给 
定 线性 变换 A: VV 的 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 其 待 征 值 分 
别 是 {X31 才 k 之 n}， 亦 即 ， 
Aex =4kek (1<KENA), 
则 {ejy 八 ex 1<7 去 K< nj 构成 人 2 的 一 组 基底 ， 而 且 在 少 (4): 
人 人:V 一 和信 VV 的 作用 之 下 ， 
ej 人 ek 一 4ej 和 人 4ek=4j。 4kei 人 Nek。 
因此 ejy 八 ex 是 以 4;，44 为 其 特征 值 的 特征 问 量 ， 
现在 让 我 们 把 上 述 多 线性 代数 的 一 般 性 常识 应 用 到 
人 :Cpn1lr1)C 上 。 先 讨论 n= 2l 的 情形 ; 
pn(9) CC 作用 在 C* 上 ) 的 特征 值 分 别 是 
(ee 1 1<iSD), 
所 以 入?pa《9)6OC( 作 用 在 入 *(C*) 上 ) 的 特征 值 分 别 是 在 上 述 2! 个 
复数 中 每 次 任 取 相 异 的 两 个 相 冬 之 所 得 ， 共 有 iC24 一 1 个 ， 它 们 
就 是 下 列 几 种 的 总 和 : 
{e2™i(0 y+ ok), e-2xitg +0Ok), 1</<k<!} 
‘Ufo on 1SISREDU{e = TS 和 小 
下 此 可 知 ， 伴 随 表示 堆 权 重 数 为 上 ! ， 从 而 验证 了 T' 是 一 个 极 大 
子 环 群 。 而 且 SOC2D) 的 根系 应 是 
A(S0(20)) ={+0;it0. 1<Ii<kel), 
理 讨 论 n= 2!l+1 的 情形 : 
pn《(9)@C 的 特征 值 分 别 是 
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{e2zigy， e-2ni06 1(17 寺 0) ,1} 


(分别 是 一 重 的 ), 所 以 和 ?pn(9)CC 的 特征 值 苇 是 上 述 这 (24+ 1) 
个 复数 中 每 次 取 相 蜡 红 两 个 相 乘 之 所 得 。 它 们 就 是 下 列 儿 种 的 总 
和 

{e2rileireb e-27it9 +098), 二 1 一 8 雪线 
U {ere on 1<ikSU}U {er el LSjS9 
U {e007 = 1 Ts 二 外。 


由 此 外 得 SO C21+1) 的 根 冯 是 
ACSOCUT1I)) = {+ tO.(EI<kED), +0;(lEIRI)}, 
同样 ， 我 们 ] 本 以 选用 0 一 0 一 01 来 定义 大 小 次 序 ， 则 


有 
A+*(SOC(2D) = {9; +0xr; 1 二 1 天 5 二 少 ， 


A+(SO(21+J)) = {01it0. (EI<kKED), UIED)), 
且 不 难 验证 
1(SO(21+1))={0 010 二) 委 ! 一 1)，05)。 
当 ! 三 2 时 ， 卫 (SO (2Ll+ 1)) 是 Bj 型 者 ， 
J(SO(2D) = {0; ~ 0jr(1EIEL-1), 01-1.+ 01}。 
当 ! 志 4 时 ， 玖 (SO(20)) 是 万 ;型 者 。 
” 注 当 !=1 时 ，1(S0(C3)) 是 4 型 的 ， 这 也 就 是 原先 已 知 
的 SU(2) 与 SO0(3) 局 部 同 构 这 一 事实 的 一 种 表现 。 再 者 ， 当 i!= 


2,3 时 ， 
A(SO(2x2))=A(SO(4)) 


和 A (SU(G2) x SU(2)) 
等 价 ，A(S0 (C6)) 与 A(SU(4)) 笑 价 ,这 也 就 是 说 ,SU (2) x SU (2》 
与 S0(4) 启 部 同 构 ，SU(4) 和 SO(6) 局 部 同 构 。 


5。 sp( 人 的 伴随 袁 示 及 其 根 采 


sp(D) =sp(C)mUCD。 
它 是 GL(21,C) 中 令 一 个 非 退 化 的 斜 对 称 双 线性 型 < ，> 和 西 
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认输 ( ，) 都 保持 不 变 的 元 素 所 组 成 的 子 群 。 我 们 可 以 车 C*! 中 
雍 定 一 组 蕊 底 el1,e2,** ;e201， 使 得 


Ceise1r1>= — errisei>=1, I 委 ! 委 1 
(32) <ekyeh>= 0， 对 其 余 情 形 ， 
\ (ei1,6;)= 0; 1 和 27 委 2/。 
对 于 上 述 基 底 ，sp(D 中 的 元 素 就 表 为 满足 下 列 条 件 的 和 矩阵 9 ， 
(33) | ?Jr9 7 fn 
9 Ig=1n, 


/0 " 
设 9 是 sp(1) 的 李 人 代数， 不 难看 出 86C 就 是 sp(1,C) 的 李 代 
数 。 这 个 李 代 数 在 第 二 章 § 1 中 已 经 算出 ， 其 结果 是 ， 设 


< 人 
Zs 2 
其 中 Z1,Zs,Zs,2Z4 是 ! 阶 复方 阵 ， 则 
XEIOC > XIJ1n+jnx>=0 : 
<> Zs,,2Zs 是 对 称 和 矩阵 ，Z4 = -271。 

所 以 8@C 是 一 个 !(C24 + 1) 维 的 复 向 量 空间 。 由 于 X 关 于 斜 对 称 
矩阵 1 是 斜 对 称 的 ， 因 此 在 本 质 上 它 是 一 种 对 称 的 量 。 

令 v1 是 复 表 示 (sp() ,C”…), 由 于 它 使 得 上 述 斜 对 称 双 线 性 
型 不 变 ， 我 们 可 以 用 它 把 C2 与 (C?')* 对 等 起 来 ， 这 也 就 是 说 
33152v31。 册 上 述 的 XX 的 对 称 性 ， 我 们 还 可 以 有 下 述 “ 对 等 ”， 


g1(21,C) LE C+* OCC 
U U 
9@C ICC) 


这 样 就 说 明了 sp(D) 的 复 化 的 伴随 表示 和 vs1 之 间 的 关系 是 
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Ad(spCD))COCS22S2Co ri 。 
现在 令 


e227in 1 
at 
了 :=19= Csp ll), 


9 = e-2xie 1 


举 
重 


e 


-21i01 


则 有 


(34) { Ci lr) RC =9,PO7 PDD, 


C's= V 中 心中 六 四 六 四 直方 , 
亦 即 v21C9) 的 2! 个 特征 值 分 别 是 


{97C9) =e2 1, p49) =e 1, 1<Ii<l). 


类 似 于 第 二 小 节 中 的 计算 ， 我 们 可 以 求 得 S*(va1C9)) 的 特征 值 如 
下 : 把 上 述 吧 个 数 可 重复 地 任 选 其 二 相 乘 所 得 的 !(20+1) 个 数 


值 ， 亦 即 
{e200j+08), e-2rie jor, 1</<kL) 
U {ee es likEI} 
U {e2"i(207, e-27i(20 1), li7<[} 
Uf{e2iley-0))=1, 1</<<0}。 


由 上 面 的 计算 得 知 ,特征 值 伍 等 于 1 的 重 数 恰好 是 ! ,这 也 就 充分 
说 明了 T!' 是 一 个 极 大 子 环 群 。 所 以 从 上 面 这 一 组 Ad(9)COC = 


Sz(C2z (9g9)) 的 特征 值 ， 就 可 以 直接 读 出 sp() 的 根系 是 : 
A(sp(D)) ={ +0 tr. (1<I KS) +t20,(1EISD). 
若 选 取 9 >b> 字 > 盖 0: 这 种 大 小 次 序 ， 则 有 
Ar+(sp(D) ={9j 土 6 (I<kSD): 201(1&ISD)), 
厅 (sp(D)) ={(9 -6710 (SEIS! 11) 201), 
它 是 C, 型 者 。 
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刁 题 
1. 设 G 是 一 个 连通 李 群 ， 工 是 它 的 正规 李子 群 ，9 和 [分 别 
是 它们 的 李 代 数 ， 则 【是 9 的 理想 。 反 过 来 ， 若 [是 9 的 理想 ， 
上 是 GG 的 以 1 为 李 代 数 的 李子 群 ， 则 工 是 G 的 正规 李子 群 。 试 


证 之 。 
2. 设 9 是 一 个 李 代 数 ，[ 是 4 的 理想 。 则 商 空间 9/L 可 唯一 
定义 括 积 ， 满 足 


[X+[l,Y+{]j=[X,[1+iI, 

使 之 成 为 一 个 李 代 数 ( 称 为 9 对 于 [ 的 商 代 数 )， 试 证 之 。 

3. 证 明 Killing 型 BCX,7)=TradXadyr,X,YEg 是 9 上 
的 对 称 双 线性 型 ， 且 在 9 的 自 同 构 下 是 不 变 的 . 

4. 设立 是 根系 A 中 的 一 组 选 定 的 素 根 系 、 求 证 ， 若 能 够 
分 解 成 互相 正 交 的 两 部 分 ， 即 

R=NAUAs, A ENA, aiETT 一 ><ala17= 0， 

则 根系 A 也 相应 地 分 解 为 互相 正 交 的 两 部 分 A= A1UAs，A; 中 
的 元 素 都 是 Yi 的 整 线性 组 合 (! = 1,2)。 

5. 通过 求 SUC3) 和 S300(5) 的 根系 ， 验 证 它们 都 是 秩 2 的 ， 
并 指出 它们 根系 的 几何 结构 (参看 3 2 图 5)， 

6. 若 9 的 素 根系 工 可 分 解 成 互相 正 交 的 两 部 分 x1,X2， 册 
第 4 题 ， 很 系 也 有 相应 分 解 A= AiUAs,，Ai 与 A; 互相 正 交 ， 求 
证 9COC 和 9 均 可 分 解 为 

9icoOC 由 9g25C 和 9 中 9 

其 中 ri Ai 分别 是 83; 的 素 根 系 和 根系 (!=1,2)。 

7. 在 $2 中 我 们 说 明了 秩 2 紧 半 单 李 代数 的 根系 共有 四 种 
可 能 的 几何 结构 。 前 三 种 分 别 是 SU(2) x SU(C2) ,SU(C37 和 SO(5) 
的 根系 (参看 习题 5))， 试 问 第 四 种 可 能 性 是 否 也 会 有 一 个 秩 2 的 
紧 致 李 群 ， 以 它 为 其 根系 呢 ? 这 个 答案 是 肯定 的 。 读 者 可 以 利用 
§ 3 所 学 的 知识 ， 逐 步 建 造 这 个 显 带 些 神秘 性 的 秩 2 紧 致 李 群 ， 
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第 一 步 ， 由 根系 去 逐步 选 定 9G@C 的 一 组 Chevalley 基 ( 在 归 
纳 地 选 定 Xp 时 ， 总 是 取 正 号 。 注 意 ， 这 只 是 说 当 p=a+p 中 必 
是 最 小 可 能 者 时 ， Neo,gp = 《1 一 9)。 疝 其 他 的 可 能 性 p=4+4h 的 : 
N,s， 其 符号 则 是 由 引 理 10 中 的 (7) 式 所 唯一 确定 )， 写 出 它们 
之 间 括 积 的 明确 表达 式 来 。 

第 二 步 ， 验 证 你 所 写 下 的 括 积 是 否 满足 Jacobi 恒等式 〈( 若 有 
不 满足 的 情形 有 发生， 一 定 是 你 前 面 某 些 地 方 有 错误 ， 请 回 过 头 来 
细 加 检查 ). 

第 三 步 ， 如 $3 注 所 示 ， 写 下 9 本 身 的 一 组 优良 基 底 及 其 相 
应 的 插 积 ， 并 从 而 验算 它 的 Cartan-Killing 型 是 负 定 的 。 

8. 验证 $ 4 最 后 给 出 的 几何 素 根系 与 图 的 对 应 关系 。 
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第 五 章 ” 复 半 单 李 代 数 的 结构 与 分 类 


本 章 将 把 前 章 对 于 紧 致 李 代 数 的 结构 和 分 类 的 理论 相应 地 推 
进 到 复 半 单 杰 代 数 的 研讨 。 在 前 四 章 中 ， 所 有 的 讨论 都 是 围绕 着 
紧 致 李 群 和 紧 臻 李 代 数 这 个 格局 发 展 的 。 所 以 紧 致 性 乃 是 前 几 章 
到 处 用 到 的 基本 假设 。 从 现在 开始 ， 我 们 要 改 续 更 张 ， 讨 论 非 紧 
致 的 情形 。 很 自然 地 应 该 先 检 讨 -- 下 ， 紧 致 性 在 诸多 表现 之 中 ， 
用 得 最 多 的 基本 要 点 究竟 是 些 什么 ? 概括 来 说 ， 李 代数 在 本 质 上 
乃 是 一 种 线性 的 代数 结构 。 所 以 很 自然 地 ， 线 性 表示 论 就 是 研讨 
李 代 数 的 基本 方法 。 在 线性 表示 上 ， 紧 致 性 的 一 个 最 基本 的 表现 
首 推 完 全 可 约 性 (compiete reducibility)。 本 章 即 将 证 明 ， 伯 单 李 
代数 的 任何 线性 表示 也 必定 是 完全 可 约 的 。 从 代数 上 来 说 ， 半 单 
性 和 完全 可 约 性 是 密切 相关 的 。 从 本 章 的 结果 来 看 ， 半 单 性 其 实 
可 以 说 就 是 紧 致 性 在 代数 上 的 自然 推广 . 


$1 宕 零 和 可 解 李 代 数 * 可 解 性 的 Cartan 检验 


首先 让 我 们 来 引进 一 些 在 讨论 李 代 教 时 常用 的 术语 与 符号 
定义 等 零 和 可 解 李 代 数 ， 并 举 出 几 个 典型 的 实例 。 


1， 定义 和 实例 


术语 和 符号 ”我 们 用 K 表示 李 代 数 9 的 基 域 ， 亦 即 9 是 定义 
于 上 的 代数 结构 ， 并 以 ehar 乓 表示 玉 的 特征 数 。 再 者 ， 设 
A,B 是 9 的 两 个 子 空间 。 我 们 将 用 [A,BJ 表 示 由 所 有 {[4,b]; a 
E A，bEB} 的 线性 组 合 所 构成 的 子 空间 。 用 此 符 号 ， 我 们 可 以 
得 到 许多 方便 。 例如， 
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1) 8 的 一 个 子 空 间 a 是 李子 代数 的 充 要 条 件 是 
[a.a Ta, 
特别 ， 9 的 一 个 子 空间 a 若 满足 [9， qa， 则 称 a 为 9 的 一 
个 理想 (ideal)。 显 然 ，a 为 8 的 理想 的 充 要 条 件 是 : VY XEa,yE 
9, 有 [x,yj€a。 
2〉 由 Jacobi 恒等式 不 难看 到 
[4,[B,CJJSCL4,Bj Cj+LB,L4,CJ。 
3) 车 a 是 9 的 一 个 理 息 ， 则 [59,q] 也 是 3 的 一 个 理想 。 因 为 
[9,[9g,a]]S[L9,931,o]+[9,[9ga 
三 [9,aj+[9,a] 
=[9,aj。 
如 果 a 是 李 代 数 9 的 一 个 理想 ， 那 么 在 商 空间 9/9 中 定义 括 


各 
[x+a,y+a]=[x,yj+a, 


不 难 验 证 ，9/a 也 是 一 个 李 代 数 ， 称 为 8 对 a 的 商人 代数。 而 且 从 
9 到 9/o 的 投影 天 | 
XCX)=X+a, YXEQ9 
是 5 到 9/a 上 的 同 态 ， 其 核 洽 为 a。 

反 过 来 ， 如 果 f 是 李 代数 9 到 9% 上 的 同 态 映射 ， 核 为 ， 那 
么 9/a 必 与 9 同 构 。 又 车 其 相应 的 同 构 喘 射 为 有， 则 

=J1° 27， 

邑 下 图 是 可 交换 的 ， 


1, 
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上 面 这 些 事 实 的 证 明 是 很 容易 的 ， 读 者 可 作为 练习 
定义 令 
Dg=[9,98], D"+*!0=[D"9,D"9]s 
Cig=g, CriI9=[9,C?9]。 
着 存在 一 个 正 整 数 ”， 使 得 
Cg = 0 
则 称 9 为 一 侮 零 李 代 数 ， 和 青 者 ， 若 在 在 一 个 正 整数 上 ， 使 得 
D"9=1{t0)， 
则 称 9 为 一 可 解 李 代 数 ， 
显而易见 ， 短 零 李 代数 的 李子 代数 是 医 零 的 ;可 解 李 代数 的 
李子 代数 是 可 解 的 ， 老 堆 李 代 数 必 是 可 解 李 代数 。 
例 1 设 在 K 上 的 7 维 向 量 空 间 V 中 取 定 一 个 连环 套 
{0}CVICV CC CVC CVn=V, 


dim V ,=1, 
而 8 是 9{(V) 中 所 有 满足 下 列 不 变性 的 元 素 组 成 的 子 集 
(1) xeViSCV;i, 1<1t<n, 


则 9 是 一 个 可 解 李 代数 . z 
证 我 们 可 以 在 V 中 取 定 一 组 基 {6j;1l 志 7 二 n}， 使 得 {6，， 
1 之 j 志 站 恰好 就 是 V; 的 一 组 基 。 对 于 这 样 的 一 组 基 来 说 ， 上 述 
不 变性 条 件 (1) 也 就 是 说 
(1’) XE9 <> x 对 于 {5;} 的 矩阵 是 上 三 角 的 ， 
亦 即 
x b=A xX) 6, (mod Vi), 1 过 :去 n。 
由 此 可 见 
(2) [x,y b=x* (yb)~Yy* (x* 6b,) 
A XAY 一 Ai) (modVi-1) 
==0 (mod Vi-1), 
: 亦 即 对 于 任何 xED98， 有 
sb0 (modVi-), 1<i<n, 


13} 


或 
XV 1 V1- ln 

由 此 不 难 归 纳 地 证 明 ， 对 于 任何 妈 ED7*9， 有 
(2) wV iCVi-m 1<ZI&n, 
因此，D"9 = {0}。 所 以 9 是 可 解 的 。 

例 2 设 VVi sn3iteislsI 9 如 例 1 所 述 。 令 9o 为 
91CV) 中 由 满足 下 列 条 件 (4) 的 元 素 所 构成 的 子 集 ， 
(4) zx。Dpi==4(xz)。8i (modV;-,), 1 过 1 过 
换 句 话说 ，9oC9， 且 xEgo 的 充 要 条 件 四 其 相应 的 上 二 角 短 陈 中 
的 对 角 线 上 各 元 素 相 同 ， 则 9 是 一 个 硕 零 李 代数 。 


证 显然 有 
C29, = DgoCD9， 


所 以 对 于 任 给 也 入 C*go, 皆 有 


(5) wWViCVi 1<:< 和 nn。 
我 们 接着 来 归纳 地 证 明 对 于 任 给 wEC"™9o0Cm 衬 2)， 有 
《5 》 DVISYn lIi<n 


恒 成 立 ， 亦 即 由 假设 上 式 对 于 和 业已 成 立 ， 去 证 明 (5  ) 对 于 m+ 
也 同样 成 立 。 令 xE96。，，wEC”9go， 则 有 
(57) woe, ms (CO)Dm (modVi-m), 1l1<ien. 
由 此 由 有 
X。，(O。Bi)= 王 4(x)Ai-myl (OPimnrl (CnodVi-m )， 
we (xb)=w. AX)E,) (modVi-i) 


= me (OA me (modVi-n )。 
所 以 


《5”) [x,w] * 8,0 (modVi-m )》， 
亦 即 : 

[x,w]* bEVi-m 或 [x,wIV ;SVi-m, 1<i&n, 
由 此 可 见 C™** 9。= {0}。 所 以 496 是 项 零 的 。 
例 1” 例 1 所 述 的 9 的 任何 李子 代数 也 是 可 解 的 。 
例 2′” 例 2 所 述 的 9 的 任何 李子 代数 也 是 硕 堆 的 。 
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例 3 设 9 是 81CV) 的 一 个 李子 代数 ， 而 且 
《6) V = Li 中 中 中 7 
二 中 DCGE<E<D 都 是 9 不 变 的 。 车 在 每 个 U; 中 都 可 适 当选 取 
一 组 基 {5;;; 1<j<dimUi}， 使 得 下 述 条 件 恒 成 立 ， 即 对 于 任 
让 x EE9 都 存在 和 1《x) EK，1 世 1 之!， 使 得 

x » bs ;SAX)b, 1 Cmod(bi, ,6b, 3;-1)), lidimU,, 

则 8 是 一 个 容 零 李 代 数 ， 

例 3 共 实 就 是 把 例 2 用 直 和 加 以 并 列 而 后 取 李 子 代 数 ， 所 以 
亦 的 验证 和 例 2 的 证 明 是 同样 的 。 


2， Engeli 定理 和 Lie 定理 


关于 短 零 和 可 解 李 代数 的 研讨 ， 各 有 一 个 基本 定理 ， 它 们 就 
是 本 节 所 要 论证 的 Engel 定理 和 Lie 定理 。 

Engel 定理 ” 设 有 李 代 数 8C9{ 《VD)(V 是 尼 上 的 一 个 有 限 维 
线性 空间 ， 基 域 K 是 任意 的 )。 若 9 中 的 每 一 个 元 素 都 是 器 零 的 
线性 变换 ， 则 V 中 必定 存在 一 个 5 雪 0， 使 得 

(7) x.b6=0, YXxXE9, 

Lie 定理 ” 设 8C9L1(V) 是 一 个 可 解 李 代 数 ，V 是 复数 域 C 上 

独 有 限 维 线 性 空间 ， 则 VV 中 必定 存在 一 个 5 六 0， 使 得 
(8) x b=A(x) .6, VXEg, 
亦 即 是 9 的 一 个 公共 特征 癌 量 。 

在 证 明 上 述 定 理 之 前 ， 让 我 们 先 来 推导 它们 的 几 个 常用 的 推 
论 。 

推论 E， 一 如 上 述 Engel 定理 之 所 设 。 则 在 站 中 可 以 选取 适 
当 的 一 组 基 {2;，1 委 ! 委 2?}， 使 得 


《9) xz 5;=0 (modb,, bi), .1<i<n 
和 植 成 立 ， 水 即 的 短 阵 成 对 角 线 上 全 是 的 上 三 角 短 了 因此 ,9 
是 一 个 医 零 李 代 数 。 


证 ”我们 将 对 V 的 维 数 7n 进行 归纳 论证 ， 亦 即 我 们 不妨 假 
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设 上 述 推 沦 巴 对 于 dimy =n~1 的 情形 业已 成 立 ， 由 此 再 证 它 
对 于 aim Y =n 了 时 也 同样 成 立 。 
由 Engel 定 理 得 知 存在 包 关 0， 使 得 
(10) Xx»*b=0, VxXEg, 

今 V*=V/<b), 

其 中 < > 是 由 2 张 成 的 一 维 子 空 间 。 于 是 dimVy#+=?2 一 1。 不 难 
看 到 9 中 每 个 元 素 都 诱导 91(V*) 中 的 一 个 元 迪 x*， 而 且 x* 显 然 
也 是 罕 零 的 。 用 映射 的 图 解 表明 ， 即 有 


V —>V 9 一 一 9* CLV*) 
下 | | 人 出 / Uy 
站 于 
Vi 一 -一 > V+ 人 一 一 一 > X* 


其 中 TV 一 V* 是 由 Y 到 商 空 间 V* 上 的 投影 。 对 于 (9*,V*) 应 
用 归纳 假设 ， 即 有 V* 中 一 组 基 {54; 2 和 ! 生 ?} ,使 得 
(9*) x+ eb*==0 (modb;," ,b+*.,), 2<(<”。 
取 b1EV, 使 XX。b;,= 外 ，2<Sn， 则 (2 1 乏 ! 委 0?)} 当 然 组 成 
V 的 一 组 其， 而 且 由 (10) 和 (9*) 即 得 它们 是 满足 (9) 式 的 。 

再 者 ， 由 例 2“ 即 可 看 到 9 是 一 个 朝 零 李 代数 。 | 

设 9 是 一 个 李 人 代数， 对 于 9 中 每 个 元 素 x ， 可 定义 9 的 一 个 


线性 变换 ad x 为 
ad x(y) =[Lxy yj， vyEg, 


不 难 验证 ，x>ad x 是 9 到 9!(9) 中 的 一 个 同 态 , 即 是 以 9 为 空间 
的 一 个 表示 ， 称 之 为 伴随 卖 示 。 
推论 E。 一 个 李 代 数 9 是 苦 零 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 每 一 个 xE 
9，ad x 都 是 9 上 的 寡 零 线性 变换 . 
证 设 9 是 雳 零 的 ， 亦 即 存在 一 个， 使 得 C "9={(0j， 医 
此 ， 对 于 任 给 x,yE9， 客 有 


(ad x) -i(y) EC =({0j， 


亦 即 
(ad x)"- 1=0, 
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ad x 是 舌 零 线性 变换 。 

肥 之 ， 设 YVxE9g，adx 都 是 怖 零 的 ， 则 可 对 于 村 代数 ad 9(C 
91(9)，9 在 伴随 表示 下 的 象 ) 应 用 推论 E!， 亦 即 把 V 取 成 8，89 则 
改 取 为 

ad g={adx;xXEg}, 


就 可 以 得 出 9 中 的 一 串 连 环 套 


(11) {0}CVICVe Cu CV =, dimVi=i, 
使 得 

(11’) [Vi EVi-1, 1 攻守 ni。 

由 此 可 见 


C*g=[9,9 CVn-1, 
Cg = [9,C°9 CLg,Ve- CVn-ss 
C 9= 9,C79jCLgVa-mwri JSVa ny 


C”* 19SYn 一 {0}。 


这 就 证 明了 9 是 一 个 寡 零 李 代 数 。 | 

推论 Li 一 如 上 述 Lie 定理 之 所 设 ， 则 在 V 中 可 以 选取 一 组 
适当 的 基 {p ;1 委 : 委 7 )， 使 得 9 中 每 一 个 元 素 的 矩阵 都 成 上 三 角 
祭 阵 ，。 

证 也 是 对 于 dimV =n 作 归 纳 论证 。 共 证 法 和 推论 E, 如 出 
-一 后， 留 作 习题 。 | 

推论 L。 一 如 上 述 Lie 定理 之 所 设 ， 则 Dg = [g,9] 乃 是 寡 零 
的 ， 

证 结合 上 述 推论 Li 和 例 1， 即 得 Dg=[9,9] 是 如 例 2’ 所 
失 述 的 那 种 李 代 数 ， 当 然 是 备 零 的 。 | 

现在 让 我 们 再 来 对 Engel 定理 和 Lie 定 理 本 身 加 以 论证 ， 下 
面 所 采取 的 证 法 是 对 于 dimg 的 一 种 归纳 证 法 。 
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Lie 定 刺 的 证 明 
1) 由 8 的 可 解 性 ,当然 有 g 持 [8,98j]。 取 9 的 子 空间 9 一 D9 
=[9,9j]， 且 dim9g1= dimg 一 i1。 显 然 
[9,9 Srg,9]C9g，， 


故 9 是 9 的 理想 。 当 然 9: 是 可 解 的 。 将 归纳 法 用 于 9， 即 可 得 
91 中 元 素 的 公共 特征 问 量 。 亦 中 存在 一 个 50(58EV) 和 一 个 适 
当 的 8， 上 的 线性 函数 4。 81 一 CC， 使 得 ~ 
(8’) Xeb = ACxX)b, VXEQi。 
令 W 是 V 中 所 有 满足 (8 ) 的 向 量 所 成 的 集合 ， 亦 即 
(8”) Wa={vEVIX0=ACX)V, VXEQ}, 
再 者 ， 设 是 89\9, 中 的 一 任 选 元 素 ，* 是 9 中 的 一 个 任 给 元 素 . 
因为 8, 是 一 个 理想 ， 所 以 [y,*] E91。 本 定理 的 证 明之 要 点 在 于 
论证 4(Ly xj]) = 0。 兹 证 之 如 下 、。 

2) 设 vo 志 0 是 WW 中 的 任 一 向 量 ， 即 有 一 正 整 数 ! ， 使 得 
(12) {yi v0 01<L 1)} 


线性 无 天， 但 是 
{yw030SRI SL) 


线性 相关 . 令 UU 为 以 (12) 为 基 的 i! 维 子 空间 。 它 显然 是 y- 不 变 的 。 
再 者 ， 不 难 归 纳 地 证 明 

(13) ze (yiev00)AC2)Yyi vo (mod po TD0) 

对 于 任何 zE9i: 都 成 立 。 由 此 可 见 ，U 也 是 9- 不 变 的 ， 责 县 由 


《13) 立即 得 到 
(14) tr(z|U) =12(Cz) 。 
令 z 一 [7 |], 邯 得 
(14’) trC[fy,x IU) =l.ACLy, x])。 


但 是 由 于 上 U 既 是 y- 不 变 的 ， 又 是 x- 不 变 的 ， 故 
Ly, XU = CU XIU) - (ZU C1U)., 
再 由 熟知 的 事实 ，Tr(AB) =Tr(CB4) ， 即 得 Tr(LY,x]1U) = 0， 亦 
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有 ’ 
(15) TrCCy,x]|U) =1A(Ly,x]) = 0， 
因而 
ACy,x1)=0. 
3) 由 (8 外 和 和 ACy,xj) =0， 就 可 以 说 明 W, 是 y- 不 变 的 。 
亦 即 对 于 任 给 vEW，xE9， 有 


(16) XYO) = Ye xen) — [ysX1eD 
=ACXIV 0 — ACYy, xX1) ew 
A(X)VeD. 


因为 基 域 KK=C， 所 以 y1W,; 在 W， 中 一 定 存在 一 个 特征 向 量 &， 
容易 看 到 ，& 也 就 是 9 中 所 有 元 素 的 公共 特征 向 量 ， 因 而 Lie 定 
理 成 立 。 | 

Engel 定理 的 证 明 

本 定理 的 证 明 也 是 对 于 dim 9 作 归纳 论证 。 但 是 证 明 的 要 点 
是 不 同 的 。 在 Lie 定理 的 证 明 中 ， 由 可 解 性 很 容易 地 就 得 出 9 中 
一 个 低 一 维 的 理想 9, 的 存在 性 。 但 在 Engel 定理 中 ，# 的 适 零 性 
乃 是 结论 ， 并 非 假 设 。 所 以 这 样 一 个 低 一 维 的 理想 的 存在 性 其 实 
就 是 整个 论证 的 “焦点 ”。 再 者 ， 请 读者 注意 ， 我 们 的 归纳 假设 
是 上 述 Engel 定理 在 dim 9 志 m -1 时 对 于 任何 V 都 业已 成 立 。 

1) 设 dim 9=fr。 是 98 中 一 个 任 给 的 李子 代数 ,和 且 0<dimb 
<m。 令 W =98/8( 商 空间 )。 则 对 于 任 给 xXE0，9 当然 是 ad x- 不 
变 的 ， 所 以 存在 唯一 的 x*，W 一 W， 使 得 下 述 图 解 可 换 ， 


(17) : "| 


其 中 W=9/6，xE6。 再 者 ， 令 Lz,Rz 是 81(V) 上 的 线性 变换 ， 
A ene 
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Lr Cy) 二 Xeyy 
Rr(y) = yoY。 
则 容易 看 到 
(19) ad x = LL: — Rr, Lr* Rr = Ry* Lzr, 


因为 xEbcCgco9f(Vv)， 由 假设 是 寡 零 的 ， 所 以 Lo 和 Rs 当 然 也 
是 医 零 的 。 再 者 ,从 Lz 和 R; 的 可 换 性 就 可 以 证 得 ad x = Ly Rz 
也 是 短 零 的 。 再 用 图 解 (17) 即 得 *#* 也 是 和 项 零 的 。 显 然 

C20) b# = {x#*, xXED}TCq9IW) 
是 一 个 李 代 数 ， 且 dim B+ 过 dim 了 < 二 加。 经 过 这 样 一 番 礁 备 工作 ， 
我 们 就 可 以 对 时 应 用 归纳 假设 ， 从 而 得 

(21) {0}=Wo= {wEW;X*ew = 0, Vx*Eht}, 

令 9 = x-'CWo)。 则 不 难 验 算 9: 也 是 9 中 的 一 个 李子 代数 ， 且 
dim 9, dim bg，59 的 三 9。 亦 即 8 是 9 的 一 个 理想 ， 但 是 81 要 
比 8 大 一 些 ! 

2) 令 9 是 9 中 一 个 极 大 李子 代数 . 由 1) 得 知 9' 必定 是 一 个 
比 它 大 的 李子 代数 的 理想 。 再 由 9 的 极 大 性 即 得 这 个 比 它 大 的 李 
子 代数 只 能 是 9 本身 ! 亦 即 9’ 是 9 的 理想 。 再 者 ,对 任何 y E 9\9”， 
都 有 
[9g’ +<y>,8 + EI +<y>, 
即 9 -+ 《<y2 是 9 的 李子 代数 。 由 9 的 极 大 性 知 
9 +<y>=9， 
邯 dim 9 =m 一 1。 对 9 用 归纳 假设 ， 即 得 
(21”) Vo={focyixe=0 yxcEg9')s({0)}。 
容易 验算 VV 是 y- 不 变 的 。 即 对 vvEVo，xE9 ， 因 为 有 [x,y]€ 
， 故 有 
0) Xs (ye0) = ye (Xe0) +EX,Yv = 0, 


但 由 假设 知 y 是 矢 零 的 ， 所 以 yiv。 当 然 也 是 蜗 零 的 。 因 此 在 Vo 中 
必定 存在 一 个 y 的 特征 向 量 8， 亦 即 6 关 0。 而 yz=0。 容易 看 到 
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这 个 6 就 是 本 定理 所 要 证 明 其 存在 性 者 ， 亦 即 
xp=0，VxEg。 | 
注 熙 ”kngel 定理 对 于 任何 基 域 玉 皆 成 立 ， 但 是 Lie 定理 是 
依赖 于 基 域 K 的 特征 为 0 ,而 且 是 代数 封闭 的 (algebraically clo- 
sed),. 


3。 可 解 性 的 Cartan 检验 


定理 1 设 V 是 久 上 的 有 限 维 线性 空间 ，KK 的 特征 为 0 。 则 

91CV) 中 的 -一 个 子 代 数 9 是 可 解 的 充 要 条 件 是 
(23) Tr(xey)=0, VxEQ9,yEDY. 

分 析 1) 由 于 定理 1 中 的 可 解 性 和 条 件 (23) 都 是 在 基 域 的 
扩充 之 下 保持 不 变 的 ， 所 以 我 们 不 妨 假设 上 = C 来 加 以 论证 。 

2) 设 9 是 可 解 的 ，K =C。 风 可 应 用 Lie 定理 的 推论 1 ， 在 
V 中 选取 适当 的 一 组 基 {5,31 志 i 二 n), 使 得 9 中 的 任何 元 素 x 的 矩 
阵 都 是 一 上 三 角 人 矩阵 。 由 此 即 得 D9 中 任何 元 素 y 的 抵 阵 都 是 上 
三 角 什 阵 且 对 角 线 上 元 素 全 取 零 值 。 由 此 可 见 

Tr(xsy) =0， VxXEQg,yE D9, 

换 名 话说， 定理 1 中 条 件 (23) 的 必要 性 乃 是 Lie 定理 的 直接 推 

3) 由 1),2) 两 点 可 以 看 到 定理 1 的 要 所在 于 (23) 式 的 充分 
性 。 再 者 ， 由 推论 L,， 可 见 充 分 性 的 证 明 就 十 要 证 明 D9 是 器 零 
的 。 再 者 ， 由 Engel 定理 ，Dg 的 医 堆 性 的 证 明 又 可 以 归结 于 D8 
中 每 一 个 元 素 ! 的 竹 零 性 的 论证 。 这 也 就 是 我 们 即将 着 手 论 证 定 
理工 所 深 取 的 途径 。 
下 面 让 我 们 把 一 些 要 用 到 的 关于 复线 性 变换 的 基本 事实 列 述 
为 引 理 。 

引 理 1 设 V 是 一 个 复 向 量 空间 ，4E 到 (Y3V)， 则 存在 两 个 
适当 的 多 项 式 S4(x7 和 NaCGxz)， 满 足下 列 各 点 ， 

1) Sa(0) = Na(0) =0， 亦 即 它 们 都 不 含 常数 项 。 


2) 4m=S4C4)+NaC4)， 亦 即 
SACK) + NACXZ) EX (mod ma(%)), 
其 中 m4(Cxz) 是 4 的 极 小 多 项 式 ， 
3) NaC4) 是 医 堆 的， 而 Sa4(C4) 是 半 单 的 。 


一 个 线性 变换 所 谓 半 单 即 其 极 小 多 项 式 不 含 重 根 ， 亦 即 其 和 撼 
能 够 对 角 化 ， 


4) 若 男 有 A=S+N， 其 中 Ss 半 单 ，. N 和 硕 零 ， 且 六 与 S 可 
换 ， 则 必 有 
S= S54(A), N= NA(A), 


证 设 A 的 极 小 多 项 式 为 


t 
(24) malx) = [{ x- A)"i, 


+ -了 
T= 


其 中 Als Ha sl 是 A 的 互 异 的 特征 根 , 则 有 下 述 V 的 直 和 分 解 ， 


， 
(24/) V=BDOVi, Vi=ker(A-AhD’", ligl, 


不 难看 到 ， 其 中 每 个 V1 都 是 A- 不 变 的 ， 而 且 
Malv,(X) = (X—Ai1)"i, liSl。 
对 于 每 个 1 (1 人 )、 今 


z m , (Xx) 
(25) fi1(x) = ro -二 4) "i。 


着 45=0， 则 令 gi (x) = 0。 若 1 0， 则 xj (xz 和 (xz-40” 瓦 
素 ， 所 以 存在 一 对 适当 的 多 项 式 9;(X) 和 有;(x)， 使 得 


《26 ) RCILIICIOEACIICE DA 
令 


(27) Sa4(Gxz) = >194(Cxz)xXZjiCx)， Nalx) =x-S4(Cx)， 
二 1】 


则 上 述 两 个 多 项 式 5S4《x) 和 Na《x) 显 然 是 满足 条 件 1) 与 2)。 
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面 我 们 用 上 面 的 构造 过 程 来 验证 S444) 的 半 单 性 以 及 NCA4》 
的 项 零 性 

因为 每 一 个 V; 都 是 4- 不 变 的 ， 而 Sa(4) 和 Na(C4) 都 是 4 
的 多 项 式 ， 所 以 每 一 个 Vi 自然 也 是 Sa(4A)- 不 变 的 和 和 六 4(A)- 不 
变 的 。 由 此 可 见 ， 上 述 半 单 性 和 夭 零 性 的 证 明 都 可 以 归结 到 每 个 
Yi; 上 逐一 验证 之 。 因 此 我 们 只 要 任 取 其 中 一 个 1 (<i< 人 0), 令 
4;=A4|Vi( 把 4 局 限 到 不 变 子 空间 了 所 得 的 线性 变 换 )， 则 有 
(28) SaC4)IVi=S4C4D)，NaC4)IV = NaCA4iD)。 
再 者 ， 因 为 ma, (x) = (x 一 41)” 1:， 而 所 有 f ;CxX) (I 六 人 都 含有 因 
式 Cx 一 410， 所 以 fCh41) =0，J 六 t。 再 以 A, 代入 (27) 式 中 ， 
即 得 


! 
(27’) SAA) = DI 9A Arf 1A 
. f="1 


=g1C(A1)A;f;CA1) 


(因为 7 妆 ! 时 上 式 的 各 项 名 为 零 !)。 再 用 4; 代入 (26) 式 ， 即 得 
(26’) gi (ADArfiCAD th CAO0= hl, 
其 中 为 Vi 的 恒 等 变换 。 由 (C27 7 和 (26“ ) 即 得 
SACA1) = 17， 
所 以 S4CA:) 是 半音 的， 再 者 
NaCAi) = Ai —- SAA) = Ai—hilie 


因为 (A 一 A4111) ;=0， 所 以 CN4CA41))"” r=0， 亦 即 N (A;) 是 
各 零 的 。 这 就 证 明了 Sa4(4) 与 WA(C4) 满 足 条 件 3) 。 
最 后 ， 若 A=S+N 如 4) 所 设 ， 则 S,N 都 与 4 可 换 , 因 而 也 
与 S4(4)，N4(C4) 可 换 。 由 此 可 知 S-Sa(4) = Na(C4) -入 既 半 
单 又 攻 零 ， 因 之 必 为 零 ， 亦 即 
S=SiC4)， N=NaC4)。 | 
符号 与 术语 设 4=S4(4)+N4C4)， 称 它 为 4 的 Jordan 分 
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解 ; S4(4) 称 为 4 的 牢 单 部 分 ，Na(C4) 称 为 4 的 幕 老 部 分 。 今 后 
将 分 别 以 符号 s(4) 和 ?4) 表 示 之 。 由 上 述 引 理 知 它们 由 4 所 唯 
一 确定 ! 此 外 由 引 理 立即 可 知 SaCxz) 和 NaGCz) 在 mod ma(《x) 的 意 
义 之 下 是 唯一 存在 的 。 

注 ”仿照 上 述 引 理 的 构造 方式 ， 但 是 对 于 每 一 个 A 六 0， 我 
们 改 用 另 一 对 多 项 式 9,(x) 和 %,;(x)， 使 得 
(26) YX) exof i Xx) thRXI XA) = Nie 
然后 同样 地 令 


(27) SA4A(z) = > Fi1Cx) Xf (x), 


则 显然 就 有 3B4(0) = 0， 而 且 对 于 每 一 个 (1 三 :<1D， 篆 有 
(26’ ) SAA)|vy =5a(Ai1)= 4,11. 
我 们 将 用 A4) 表 示 上 述 由 A 所 唯一 确定 的 V 的 半 单 线性 变换 。 


引 理 2 的 线性 变换 4 硕 零 的 充 要 条 件 是 
(28) Tr(4.5(4)) = 0。 
证 不 难 从 上 述 5(4) 的 定义 看 到 


有 
《28/) Tr(4.5(h4)) = > ,dim ViehiT, 


i=1 

i 
= dim Ve 1h’, 
fw= 1 
所 以 Tr(4,5C4)) = 0 的 充分 必要 条 件 是 1=1，2 = 0. 亦 即 4 是 
医 零 的。 | 

3 引 理 3 设 zE2(VV) =9LCV) , 肌 射 adt 9ICV)-9LCV) 
ad u(x)=[u,x]=ux—-xu, VxEgICOV), 
则 有 
sad u) =ad(s(u))s n(ad u) =ad(ncu))s 

C29) 


gCad u) =ad(t¥ (Cu) ). 
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十 从 s(u) ;CW) 和 的 特征 性 质 ， 有 s(u) 的 半 单 性 ， n(w) 的 适 
零 性 以 及 
(30) uU=S(Uu) +n(u); SCUnCU) = nCu)sCu) 


出 发 ， 由 “ad” 的 定义 ， 易 得 
adu =ad(s(u)) +ad(n(u))s 
(30’) 
ad(s(u))ad (nu)) =ad(n(u))ad(s(Cu)), 

且 由 Engel 定 理 之 证 明 中 所 指出 ad(n(w)) 是 天 零 的 ( 见 (19) 式 后 ). 
再 者 ， 设 {61;1 志 i 志 n} 是 V 中 使 得 s(u) 成 对 角 和 矩阵 的 基 ， 亦 即 
SC 一 Mi 1l<i<n, 

如 有 之 (V,V) 的 基 
{ecb;i,b,)s 1<i,1<n)}, 
其 中 e065,,6,) 满 足 
(31) e(bi,b 1) b= 6ik"b;, 
这 里 
8 -| 0， 妆 ‘Sky 
1， 当 1=%。 
显然 有 
adCsCu)) (ecb;i,b)) = Ch; — Ai)eb;,b,), 
亦 即 e(5,,b;) 就 是 ad(Cs(u)) 的 特征 向 量 ， 其 特征 值 为 4j 4,。 
因此 由 引 理 1 之 Jordan 分 解 的 唯一 性 即 得 
(32) ad (su)) = s(ad 4), ad(n(u)) =n(ad wu), 
再 者 ， 由 54) 的 定义 得 知 5C0065, =4,6，,，1<i<n。 同 样 地 有 
s(ad ue(b,,b,)= (4, A)ecb,,b,)。 


机 此 可 见 
5(adu) =ad(s(u)),. | 


定理 1 的 证 明 ”在 分 析 2), 3) 之 中 业已 把 定理 1 的 证 明 归 结 
到 下 述 命题 的 论证 : 
条 件 (23) 一 二 任 给 uE D9 都 是 短 零 的 。 
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由 引 理 2 可 见 ， 我 们 只 要 能 够 证 明 
Tr(ue§Cu))=0 
就 可 以 了 。 由 假设 ue Dg， 亦 即 4 可 以 表 成 下 述 形 式 
(33) 4 = 和 ooiLxiy Yi, XisyiE9. 
再 者 ， 由 熟知 的 恒等式 TrCA4B) = TrCB4)， 就 可 以 推导 而 得 下 酮 
的 z 


(34) Tr A, BC) = Tr(ABC) -tr(BAC) 
=Tr(BCA) -tr(BAC) 
=Tr(BLC,AD. 

由 此 可 见 ， 对 于 任 给 4uED9， 有 
(35) Tr(u*5(Cu)) = Tr(Scs [x1 yi]5(u)) 


= Sc, TryiLs(u),x;] 

= Bor Tryi (ad(s(GD)xzi)。 
再 者 ， 由 引 理 3 和 ad u.9 嘻 Dg， 即 得 adc5C4)) = 5(ad 4) 是 adis 
的 一 个 不 含 常 数 项 的 多 项 式 ， 因 而 有 
(36) ad (SC(u))*x;i = SC(adu) ex ES(ad ude-g, 
再 用 条 件 (23) 即 得 (35) 式 右 端 的 每 一 项 都 是 零 ， 记 以 

Tr(ue §(u)) = 0, 

因而 4 短 零 。 于 是 D9 稳 零 ， 从 而 9 是 可 解 的 。 ! 


4。 灾 零 线性 李 代数 的 春 桥 分 解 


对 于 一 个 单独 的 线性 变换 4E 2 (V,V)( 基 域 K 在 本 分 玉 的 
讨论 中 是 任意 的 )， 设 其 极 小 多 项 式 的 质 式 分 解 为 
! 


(37) maCx) = | 1 Pi(Cxz) "i, 


其 中 pi;(x) (1 所 i&&) 在 K[xj 中 不 可 约 ， 则 线 性 空间 V 有 相应 旷 
A -不 变 分 解 ， 


i 
(37) V= DY,Vi, Vi=ker(p:(A)”'), 
t=1 
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以 上 是 线性 代数 中 熟知 的 基本 事实 ， 本 分 节 将 到 它 推广 到 察 
瑟 线 性 李 代 数 的 范围 。 它 就 是 下 述 定理 ， 

定理 2 设 9C91(V)= .2 (VD) 是 一 个 笑 零 的 李子 代数 ， 则 
必 存 在 一 个 了 的 9- 不 变 的 分 解 


i 
(38) V = DB OV, 
ji 1 


其 中 每 个 Vi 都 是 9- 不 变 的 ， 而 且 对 于 任 给 AE9，Ai =Aiv, 的 
极 小 多 项 式 只 伪 有 一 种 质 因 式 ， 亦 即 是 素 戎 的 (Primary) 。 

发 请 一 个 4- 不 变 的 子 空间 UU， 者 有 maly(x) 是 素 玫 的 ， 
则 称 之 谓 素 每 4- 不 变 子 空间 。 分 解 式 (387 岂 币 幕 零 李 代 数 9 的 素 
- 攻 分 解 。 

证 本 定理 的 证 明 要 点 如 下 : 

设 A,B 是 9 中 任 给 两 个 元 娄 ， 而 且 


ma(xX) = 十， (CX) "i, pi(x) 是 相 异 质 因 式 ， 1<i<i, 
i=1 
(38) 1 
LVY= 四 Vi Vi = kerpi(4) "4 


我 们 要 证 明 每 个 Y; 也 都 是 下- 不 变 的 。 为 此 设 是 V; 中 的 一 个 

-任意 给 定 的 向 量 。 我 们 要 加 以 论证 的 就 是 ， 有 正 整 数 N ， 使 得 
piC4)NCBo) =0。 

.其 证 要 如 下 ， z 

1 先 证 下 列 即 将 用 到 的 结合 代数 中 的 恒等式 。 设 < 是 一 个 

打 合 代数 a 中 的 任 一 元 素 。 令 


ad ds QQ 


‘39) ad acb) =[a,b |=ab— ba。 
的 为 
(39’» adaCbc) =abc— bea , 
= (ab ~ baye +b(ac — ca) 
=ad a(cb)ec +bead a(c), 
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所 以 在 形式 上 可 以 把 ad a 看 成 是 一 种 “ 求 导 运 算 ”。 因 此 在 这 些 
也 就 采用 下 述 简 写 符 号 ， 


， 用 [* 了] 表示 adoa[ *# ]， 
‘392 (Cx J 表示 (da) 过 
不 难 用 归纳 法 验证 下 述 恒等式 


Kk k 
(40), arb= bak+ | 1 ) I +(, jpvak- + ot+ bm 


当 k = 1 时 ， 上 式 也 就 是 b’ = [a,b] 的 定义 式 ，: 


ab= ba+b’. 


再 次， 设 (40)% 业 已 成 立 ， 则 有 
C40) ,1 at*ib=a(atb) = (ateb)oeat Carb)’ 


k k 
= (var +( ja +( )prar-s 
1 2 / 


天 
+ oo +t bk) )*a + (bar +( 1 )p’ ar-* 
k / 
+( 。)brar- + + be) 
2 z 


= bak+! + ( 人 ak + (1 orar- * 
十 sse 十 记 CE+T 
我 们 还 可 以 把 上 述 恒 等 式 推广 成 下 述 形式 


《4I) fob =bfCa) +b fa) +p02 。 


十 wes 十 bk}, 


Ed 


f'*’Ca) 
kl 


其 中 f(x) 是 一 个 任 给 的 次 多 项 式 ( 请 读者 自 证 )。 
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2) 因为 8 是 笑 零 的 ， 所 以 存在 一 个 m， 使 得 
( 42) (adAy™+! B= Bm+1) = 人 0)。 
取 N=mt+tai，, f (x) =p; Cx), 并 以 a=A,b=B 代 入 (41) 式 , 
即 有 
(43) 1 (A):B=B*f1(A)+B’*f’ (A) + 一人 


二 sos BT™) 全 大” CAD 
17 


《因为 B"*，”=0， 可 以 知道 它 以 后 的 各 项 皆 为 零 )。 
在 微 积 分 中 一 个 熟知 的 事实 是 


(44) fiNx) = (去 ) tn CN] = Pi CX) ND 。{ 


因此 、 当 <tr 时， 了 人 CX) 中 所 含 的 pl) 因 式 的 个 数 关 at， 所 
以 有 
(45) : f'P(A)v=0, 
这 是 因为 pi(C4) ”= 0 之 故 。 这 也 就 证 明了 
(46) pi(C4)x.Be = J(CA) .Bu 
= [|B1CD +B I CD + tam™ 大 二 


(7 ) 


= Bef (Av+ Bf’ (Ao+ em ti 


fm CCAD 


= 0， 


六 即 Ba.vEV;。 但 是 vz 是 V ;中 的 任 给 向 量 ， 所 以 V ;是 B- 不 变 
的 ， 
3) 我 们 再 对 dimy 作 归 纳 , 就 可 以 证 明定 理 2 是 成 立 的 。 ! 
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$2 半 单 性 和 完全 可 约 性 


1。 定 义 与 术语 


1)》 对 于 一 个 给 定 的 李 代数 9， 设 a,5 是 它 的 两 个 可 解 理 
想 ， 则 容易 看 到 na+p 也 是 它 的 一 个 可 解 理想 。 由 此 可 见 ，8 中 
存在 着 一 个 只 一 的 极 大 可 解 理 想 *r， 它 是 9 中 所 有 可 解 理想 的 
和 ， 叫 做 李 代 数 9 的 根 营 (radicajl) 。 
2) 若 李 代 数 9 的 根基 +=10}， 则 称 李 代数 9 为 时 单 李 代数 
《semisimple Lie algebra)., i 
3) 所 谓 李 代数 9 的 一 个 线性 族 示 ,也 就 是 李 代数 9 到 31(V》 
中 的 一 个 李 代 数 同 态 ， 
(47) 9: 0g—”91CV), 
亦 即 ，?” 是 线性 映射 ， 且 满足 
g([x,y])=9x)p() III VX, VX,yEg, 
它 把 9 中 元 素 表 示 成 VY 上 线性 变换 。 
再 者 ， 线 性 空间 V 上 的 一 个 8- 模 结构 ， 也 就 是 9xV 到 V 的 
一 个 双 线 性 映射 。 
9xXV>V，(x,v) 一 x.v， 且 满足 
[x,yJ0=xe yo) — YX0), VX,YyEY, ovEV, 


不 难看 出 ，9 在 V 上 的 线性 表示 和 V 上 的 9- 模 结构 其 实 是 同 
一 事物 的 两 种 描 述 法 (参看 第 一 章 中 所 讨论 的 群 的 线 性 表示 )。 
4》 设 线性 空间 V 上 业已 给 定 了 一 个 9g- 模 结构 ( 按 通常 的 说 
渤 就 是 ， 设 V 是 一 个 9- 模 )， 又 设 U 是 V 中 一 个 线性 子 空间 。 
洲 有 
” (48) geU = {Dxiuss XEQ, ui EU}EU, 
则 称 U 为 V 的 一 个 子 9- 模 。 
再 者 ， 如 果 一 个 8- 模 V 中 除了 两 个 显然 的 子 9- 模 {0} 与 VY 本 
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(47’) 


身 之 外 ， 不 再 含 其 它 的 子 9- 模 ， 则 称 之 为 一 个 单 9- 模 simple 
g-module), 


5) 设 {Vs， 1<is 必 是 上 个 给 定 的 9- 模 ， 则 在 直 和 空间 
1 
OV: 
上 有 下 面 自 然 的 8- 模 结构 ， 亦 且 


XxX. (Vl, 2 9 Te 0) = (XV ,XV XD ), 
(49) z 
文生 9， v,EV,, lt 


我 们 称 此 8- 模 为 8- 模 V; (1 二 :1) 的 直 和 9- 模 。 
如 果 一 个 9- 模 V 能 够 分 解 成 若干 单 子 9- 模 的 直 和 ， 亦 即 存 
在 分 解 


《50) V=®B > Vi, 


其 中 V; 都 是 V 的 单子 9- 模 ， 则 称 V 为 一 个 从 单 8- 模 (semi- 
simple 9-module) 。 
6) 设 9: 9~9LC) 是 9 的 一 个 线性 表示 。 如 果 其 所 相应 的 
V 上 的 9- 模 结构 是 单 的 ， 则 称 ? 为 9 的 不 可 约 表示 。 
再 者 ， 如 果 V 上 的 相应 的 9- 模 结构 是 半 单 的 ， 则 称 为 9 的 
完 合 可 约 豆 示 (completely reducible representation) 。 
7) 设 V 是 一 个 给 定 的 9- 模 ， 则 在 Y 的 对 偶 空 间 V* 上 可 以 
自然 地 定义 一 个 9- 模 结构 ， 使 得 
(51) <xef ,0>= ~ Kf,xXe > 
对 于 任 给 的 xE9，vEV,fEV* 恒 成 立 。 
再 者 ， 设 V 和 WW 是 两 个 给 定 的 8- 模 ， 则 在 张 量 积 VOBW 上 
可 以 自然 地 定义 下 述 相应 的 9- 模 结构 : 
(52) XVOW) = X00 + vx 
对 任何 x*E9，vEV，wEW 恒 成 立 。 
8) 设 V,W 是 两 个 给 定 的 9- 模 。 一 个 线性 映射 
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A: VW 
如 满足 
A(Xe0D)=xXeAv, YXEQ9, vEV, 
型 称 4 为 一 个 9- 模 同 态 。 
4 为 V 到 和 的 9- 模 同 态 ， 即 有 下 面 的 交换 图 。 
y 一 > 卫 
= | , | VxEQ 
V —>W 
再 者 ， 我 们 也 可 以 在 儿 (V;W) 上 定义 一 个 相应 的 8- 模 结 
构 ， 即 对 于 之 (VW) 中 任 给 元 毒 4 和 38 中 的 任 给 元 素 X， 用 下 
. 术 公 式 来 定义 x，。4， 
《53) (Xe A)vV=Xxe AD) ~ ACXe0), VoEV, 
从 上 面 所 定义 的 (VW) 上 的 9- 模 结构 来 看 ,4AE 名 (V;W) 
:是 一 个 9- 模 间 态 的 条 件 也 就 是 
x A=0, VxXEQ, 


2。 件 单 性 的 Cartan 检验 和 Weyl 定理 


定理 3 当 基 域 玉 的 特征 数 为 零 时 ， 一 个 入 上 的 李 代 数 9 是 
-半音 的 充 要 条 件 是 它 的 Killing 型 
(54) B(x,y) = Trad xeady 
是 非 退 化 的 。 
证 必要 性 。 设 8 为 半 单 李 人 代数。 令 a 为 下 述 9 的 线性 子 空 


说， 
a={xeg B,D =0, VYyEQ). 


:由 B(x, 乡 的 熟知 的 基本 性 质 

(55) BOUz,x],y) + BCx,[2,y1)=0 
易于 验证 a 是 9 的 一 个 理想 ， 且 包含 9 的 中 心 :。 我 们 将 定理 1 . 
和 位 用 于 adoa= {adx,xXEa}CC91C9)， 有 即 得 adsa 是 可 解 的 。 又 


ad,a2a/t, 
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< 是 可 换 的 ， 自 然 是 可 解 的 ， 故 a 是 可 解 的 (参看 本 说 的 习题 
2)。 由 于 9 是 半 单 的 ， 故 a={0}。 这 也 就 是 说 ，9 的 天 iiiag 
型 BCx,y) 是 一 个 非 退 化 的 对 称 双 线性 型 。 
充分 性 .我 们 只 要 证 明 当 9 是非 半 单 的 ,其 Killing 型 B(x,y) 
-必定 是 退化 的 。 设 9 是 非 半 单 的 ， 则 9 中 必定 存在 一 个 非 零 的 
可 换 理 想 a( 参 看 本 章 的 习题 5)。 令 xy 分别 是 a;g 中 任 取 的 


元 素 。 令 
A=adx*adyE.2 (9,9)， 


则 有 

(56) : A.gca, A.a=0, 
因而 42= 0。 
从 而 B(x,V) =Tr4=0。 


这 也 就 说 明了 BC(x,8y) 是 退化 的 。 | 
推论 1 设 9 是 一 个 半 单 李 代 数 ，a 是 9 中 的 一 个 理 想 ， 则 
《57) a+={xE€EQ; B(x,y)=0, VyEa} 


9 =achba+。 


证 由 B(x, 四 的 基本 性 质 
B([z,x1,y) + BX,[2,y])=0 
立即 就 可 以 验证 
《58 ) [a,9]Ca——>La’ ,8Sa', 
所 以 a! 也 是 一 个 理想 。 再 者 ， 由 定理 1 可 以 看 出 anao: 是 可 解 
的 ， 因 此 由 9 的 半 单 性 即 可 得 到 : 
afia = {0}。 
由 线性 代数 理论 立即 得 到 
9G=adha+。 | 
推论 2 ”任何 一 个 半 单 李 代 数 9 都 可 以 分 解 成 单 李 代数 的 直 
和 ， 亦 即 


lt 
“59) 9= D>, 
i=1 
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其 中 每 个 9; 不 含 任 何 非 平凡 的 理想 。 而 且 除 次 序 外 ， 这 种 分 解 


是 唯一 的 。 同时 有 : 
(9; ,9ji = 9;， 


L9i,971=1{0), tj 
[9,9]= 9。 
这 个 推论 的 证 明 是 容易 的 ， 读 者 试 自 证 之 。 
下 面 转 而 讨论 半 单 李 代 数 的 线性 表示 的 完全 可 鸭 性 。 
Weyl 定理 设 9 是 一 个 半 单 李 代 数 ， 则 9 的 任何 线性 表示 
都 是 完全 可 约 的 。 
换言之 ， 任 何 9- 模 都 是 半 单 的 。 
分 析 1) 我 们 所 要 证 明 的 ， 也 就 是 当 V 是 9- 模 W 的 任意 一 
个 子 9- 模 上 时， 在 WW 中 总 是 会 有 V 的 一 个 补 子 9- 模 VY ， 使 得 
W =VOV’、 z 
用 模 同 态 的 观点 来 说 ， 也 就 是 对 于 任意 给 定 的 一 个 伐 人 9- 模 . 
同 态 


已 > 


tit: V—W, 
恒 存 在 一 个 9- 模 满 间 态 直 ， 
W 一 yy WV 使 得 
(60) XxX。ot=1y, : 
ly 就 是 VV 上 的 便 等 映射， 
| 即 左 图 为 交换 图 。 | 
9 事实 上 , 当 W=VOBV 
时 ， 就 可 以 取 丰 为 W 到 V 上 
V 的 投影 。 反 之 ,车 (60) 成 立 ， 
则 V =ker《7) 也 就 是 与 V 
互补 的 子 9- 模 。 
2)》 设立 是 你 中 的 一 个 给 定 的 子 9- 模 ， 则 纸 (W,V) 上 有 框 
应 的 9- 模 结构 (参看 本 节 1 .之 8))。 
再 者 ， 如 采 令 
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FEIo=1{A4E YW,V), 4jy=0}， 
<61) | 
Ei={AE LWV), Alvy=Aly,AEK}, 


屠 末 ， 容 易 看 到 Eo 和 El,， 且 它们 都 是 (WV) 中 之 子 9- 模 。 注 
者 到 ，YV AEEl，xE9,， vEV， 有 Xx*vEV， 从 而 
(XA)V= XxX(AvD) ~ A(Xo0) =ACXe0) ~ A(xov) =0, 
其 vyxEg, xECE,. 从 而 有 
Ei/Eo2K. 

天 作为 9- 模 ，9 在 上 上 的 乘法 是 恒 等 于 零 的 。 

由 此 可 见 ， 我 们 在 分 析 1) 中 所 要 求 的 8- 模 同 态 就 是 E, 中 
存在 广 足 下 列 条 件 的 元 素 : 


xeTT = 0， VxXEg, 
(62) 


. ‘Alv=1y 
(请 参看 本 节 1. 之 8) 关 于 (WW,V) 上 相应 9- 模 结构 的 定义 )， 

这 样 ， 就 可 以 把 分 析 1) 中 所 要 论证 的 那 种 8- 模 同 态 的 存在 
性 归结 到 下 列 特 殊 情 形 来 加 以 论证 ， 亦 即 在 V 是 WW 中 的 一 个 低 一 
维 的 子 9- 模 的 这 种 情况 ， 去 证 明 一 个 由 W 到 V 的 9- 模 满 同 态 x: 
WV 的 存在 性 . 

证 1) 设 V 是 W 中 的 一 个 低 一 维 的 子 9- 模 ， 而 且 站 是 一 个 
单 8- 模 。 我 们 不 妨 假设 相应 的 线性 表示 $P:9->981 (WV) 是 一 个 9 到 
391(V) 中 的 栓 入 。 在 这 种 特别 简化 了 的 情况 之 下 ， 我 们 能 够 证 明 


(63) 有 (xy = TrCDxX), PV), X,YyEQ 
是 8g 上 的 一 个 非 退 化 的 对 称 双 线性 型 (其 证 明和 定理 2 的 必要 性 
的 论证 是 同样 的 )， 


此 外 ， 从 8- 模 的 观点 来 看 ，9 本 身 和 经 (V,V) 都 县 有 下 述 自 
然 的 9- 模 结构 
gxg 一 >9， x*y:=[LxX, yj], 
gx PV D> IV), x A—pxX) A — APCYX), 
这 里 符号 “: 一 ”表示 “定义 为 ? 。 


(64) | 
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上 和 面 (63) 式 所 定义 的 双 线 性 型 B(x,y) 满 足下 面 的 关系 : 
(65) Balzex,y) + Bolx,2*y)0, VY X,Yy,2E9. 

设 dim9g=m，{e;; 1 人 im}) 是 8 中 任 选 的 一 组 基 ，{f > 
1 志 7 志 1} 是 关于 Bs 的 对 偶 基 ， 即 这 两 组 基 满 足下 述 关系 
(66) Beleisf))=6iy, 1<t,1<m, 
对 于 中 的 任 给 元 素 * ， 设 有 


f 人 
xz。ei = DF ries 
j=1 


(67) > 
x。 三 ; 二 Dtyif ys 
j=1 


则 有 z 
byt = Bs(x*e1,f)) 二 — Bs (ei,X°f )) = 一 过 je 


再 者 ， 相 应 于 W 的 9- 模 结构 ， 即 有 李 代 数 的 同 态 


(68) p: >Z(W,W), 
并 有 乡 (W;W) 上 的 9- 模 结构 
(69) f! x 2 (人 环 ) 一 > YW W), 
xe 甩 = p(x)B—- BpCx). 


因为 V 是 W 中 的 低 一 维 的 子 9- 模 ， 而 且 由 9 的 半 单 性 ， 可 


次 


9g = [9,9], 
容易 看 到 
(70) 中 (xz) = PCx) |y, VxEg, 
而 且 一 维 商 9- 模 W/V 上 的 8- 模 结 构 是 平凡 的 。 由 此 立即 可 得 
(71) p(XIWEV, VxEg。 
现在 让 我 们 考虑 乡 (WyW) 中 的 下 述 元 素 ; 


(72) A= >),p(ei)pP(Fi)。 
i=1 


我 们 称 4 为 表示 2 的 Casimir 元 素 。 设 x 是 一 个 任 给 元 素 ， 我 们 
要 从 (Ws;W) 上 的 8- 模 结构 来 考查 x*A4=? 在 下 面 的 计算 中 ， 
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我 们 将 用 到 2 (W 3 W) 上 9- 模 结构 的 下 面 的 基本 人 性 质 ( 其 证 明 总 
非常 简单 的 )， 
Xe (A1As) = (x Ai)A + Ai(xX. A,), 
YXEQG, A A ELCW IW), 
YX Py) = PxXIP(Y) — POYIPCX) = P(X Y), 
| yyen. 
运用 (67),(72) 和 (73) 式 即 得 


《73) 


《74》 x*4= > Cspde， )) Pfi) + 3 ) Cx:p Cf 1)) 


t=1 


-yoCxee， ypef D+ Doce )p xef i) 


i=1 


| 


SB, ) )pC/， ) + Se (2 :Pf 7)) 


i=1 


一 > ji0(ei)0AC1 iD) + >) siiP(EiDP (Cf)) 
i 


i»s 71=1 i» j=1 
=0. 
蚤 名 话说 ，AE.ZW,W)，A"*WCV 力 是 一 个 8- 模 同 态 ! 再 
者 ， 


A|lV = > pe Nv Pf ,1 vy) = $led pf), 
i=1 - t=1 


担 而 有 
(75) Tr(Aly)= STrcpe, ) Pf, p= Par =m, 


i=1 
所 以 Alv0。 再 由 V 是 单 9- 模 的 假设 ， 得 知 AV =V。 亦 即 A， 
WV 是 一 个 9- 模 满 同 态 。 所 以 
W=VOKer(A), kerCA)SK 
是 一 个 WW 的 9- 模 直 和 分 解 ,这 里 ker(4) 是 一 维 的 平凡 的 9- 异 


bork 
ma | 
Sn 


2) 接着 ,让 我 们 到 1) 中 所 证 的 结果 推广 到 一 般 情形 , 即 不 妨 
假设 V 为 单 9- 模 的 情形 . 换 句 话说 ,我 们 现在 要 证 明 下 面 的 命题 ， 
设 V 是 WW 的 一 个 低 一 维 9- 模 ， 则 W 中 必定 存在 一 个 与 V 互 
补 的 一 维 平 凡 9- 模 。 亦 即 
W =VOK. 

我 们 可 以 对 于 dimV 实行 归纳 论证 。 亦 即 由 假设 上 述 命 题 对 
于 所 有 满足 dimV &m -1 之 V 业 忆 成 立 ， 去 论证 它 对 于 dimV = 
m 肝 也 同样 成 立 。 其 证 明 如 下 : 

车 矿 是 一 个 单 9- 模 ， 则 在 上 述 1) 中 业已 证 明 。 所 以 我 们 只 
需要 对 V 是非 单 9- 模 的 情形 加 以 论证 。 设 Yi 是 V 中 的 一 个 子 
9- 横 ， 故 有 dimV >dimyY :>0。 我 们 可 以 考虑 下 述 商 9- 模 及 其 子 


9- 模 
V 所 WwW 


(76) "| 
V/Vi CTC W/V 
显然 ， 我 们 有 
dim(V /Vi) = dimV - dimV | <dimV 
及 


dim(V/V1) = dimV -dimy = dimW -1 ~— dimV, 
= dim(W/V)— 1. 
因而 ， 我 们 可 以 对 于 V/AV1CW/Vi 应 用 归纳 假设 ， 即 可 以 得 到 
W/V 中 的 一 个 与 V/Vi 互补 的 一 维 平凡 9- 模 K (CW/V)。 现 ， 


令 
Wi = X71(K), 


则 有 
ViCW,, W/V.h., 


所 以 我 们 又 可 以 对 于 ViCWi 再 次 应 用 归纳 假设 ， 即 得 Wi 中 的 
一 个 与 Vi 互补 的 一 维 平凡 子 9- 模 。 容易 看 出 ， 它 也 是 到 中 与 VV 
互补 的 一 维 平凡 子 9- 模 。 

3) 现在 我 们 将 2) 中 所 证 的 结果 应 用 到 分 析 2) 中 的 情形 ， 
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EoC Ei, 即 得 Ei 中 一 个 与 Eo 互补 的 一 维 平 几 9~ 模 。 在 其 中 任 
取 一 非 零 元 素 4， 由 Ei 的 定义 ， 有 


C77) Wd yxEg 当 且 仅 当 A4A 是 9- 模 同 态 ， 
Aly=ACA)Iv, A &@Eo, 则 4C4) 六 0。 
由 此 可 见 ， 


1 
= Ay A 
就 是 所 要 证 明 其 存在 性 的 那 个 9- 模 同 态 ， 即 Xx: WV,，”*|v= 
Ty。 由 此 即 知 ，kerz =V 就 是 WW 中 与 V 互补 的 子 9- 模 ， 亦 即 
W = VOV’. 

由 此 就 可 以 直截了当 地 对 9- 模 W 继续 作 直 和 分 解 ， 直 到 直 
和 中 的 每 一 个 分 量 都 是 不 可 约 的 ( 亦 即 单 9- 模 ) 。 | 

上 述 的 Weyl 定理 说 明 ， 由 一 个 李 代 数 9 的 半 单 性 推论 得 出 
它 的 任何 线性 表示 的 完全 可 约 性 。 当 然 我 们 还 可 以 反 过 来 分 析 一 
下 ， 设 一 个 线性 李 代数 9S9ICV)， 使 得 9xV- 一 YY 是 一 个 半 单 
9- 模 ， 那 末 ，9 本 身 的 结构 是 否 也 因而 具有 某 种 制约 ? 

定理 4 设 基 域 =C，9 刁 81(V) 是 一 个 线性 李 代数。 若 
49xV>V 是 一 个 半音 9- 模 ， 则 

g =C(9) D9’, 

其 中 8’ = Dg 是 半 单 的 CC) 是 8 的 中 心 ( 亦 即 [C(98),8j=0)。 
而 且 CC9) 中 的 每 一 个 元 素 都 是 VY 上 的 半 单 线性 变换 。 

证 设 t 是 9 的 根基 。 对 此 应 用 Lie 定理 ， 即 得 一 个 适当 的 
线性 函数 4，rt->C， 使 得 

(78) V,={vEV; Xv=ACxX)0, XET}SE{O0), 

在 此 ， 我 们 可 以 用 和 Lie 定 理 的 证 明之 中 的 1 与 27 完 全 同样 的 
论证 ， 说 明 上 述 v, 肯定 是 9- 不 变 的 。 然 后 再 结合 了 是 一 个 半 单 
9- 模 的 假设 ， 即 得 站 的 下 述 直 和 分 解 : 


(79) V = DV,, 
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其 中 放 : rxC 是 线性 函数 ; V ,是 9- 不 变 的 ; Vxcr, xlv， 
= Ai(CX)Jyv，。 由 此 可 见 ， 每 一 个 xET 都 是 属于 9 的 中 心 ， 亦 即 : 
[x,9] =0。 换 名 话说 ，[r,9]=0, 或 t=C(9)。 令 
(80) #=9/C(9)=9/rt, A(X) =x+C(0), 
其 中 不 是 9 到 9* 上 的 自然 投影 ， 则 9# 是 半 单 的 。 我 们 可 以 把 9 
看 成 为 一 个 9*- 模 ， 其 中 CC(9) 是 一 个 平 几 的 8*~- 子 模 ( 亦 即 在 
CC9) 上 的 9* 作用 是 恒 等 于 零 的 )。 由 上 述 的 Weyl 定 理 即 得 8 
的 9*- 模 的 直 和 分 解 : 
(81) 9=C(C9)G9 。 
由 此 易 见 8” 是 9 的 一 个 半 单 理想 (其 实 ，9 给 + )， 亦 即 上 述 . 
9*- 模 的 直 和 乃 是 李 代 数 的 十 和 ， 且 
Dg=[9,9]= [CC(9)D9’ ,C9)D9 
=[9 ,9 |]=9 。 | 
浅 记 “一 个 李 代 数 9 车 有 直 和 分 解 
g =C(C9) 中 9 ， 
其 中 CC9) 为 8 的 中 心 ，8 为 半 单 理想 ， 则 称 9 为 约 化 李 代 数 
(reductive Lie algebra) 。 


显然 ， 此 时 有 9 = D9。 


推论 1 设 9=C(9) 四 9 ， 其 中 CC9) 是 9 的 中 心 ，9“ 是 
的 半 单 理想 ， 则 9 的 一 个 线性 表示 8: 9 一 91(V) 是 完全 可 约 的 充 . 
要 条 件 是 对 于 C(9) 中 的 每 个 元 素 2 ，9 (2) 都 是 半 单 线性 变换 

证 ”其 必要 性 就 是 上 述 定 理 ， 而 其 充分 性 是 相当 明显 的 。 开 
为 由 CC9) 的 可 换 性 得 知 V 中 存在 一 组 基 ， 使 得 在 此 基 下 ，C(C9) 
中 每 个 元 素 x 所 对 应 的 线性 交换 9(x) 的 算 阵 都 是 对 角 和 矩阵 。|] 

推论 2” 设 V 和 W 是 两 个 半 单 9- 模 ， 则 VOW,VOW 以 及 
V* 等 也 都 是 半 单 9- 模 。 

证 ”我们 仅 以 VOW 作为 例子 来 加 以 证 明 。 

设 91,%s 分别 是 9- 模 V,W 所 对 应 的 表示 ， 即 有 李 代 数 的 同 
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(82) i: gl(V); 9 gg{W), 


令 g; = P01(9), {=1,2。 
由 V 入 的 半 单 性 ， 故 有 
(83) 9; = C9;,)HD9i, 1=1,2, 


其 中 CC91) 为 8; 的 中 心 ，91 是 81 的 半 单 理想 ， 而 且 对 于 任 给 x ,EE 
C(3i)， xi 都 是 半 单 线性 变换 。 令 


(84) 0 中 bo，9 一 0 中 92， 
piPDP xX) = OCX)G2p2CxZ) 。 
(84” ) 8g* = 9iCpyo(9) 
= {91 (XI PX EE ID XE Q), z 
不 难看 出 / 
(85) g*= (9g* NN (C(9)PDC9)) Do* NN (GD)), 
并 且 有 
| 站 (CC9 GCC9)) = Cg*), 
(85’ ) 
9* 门 (9199:) 半 单 。 


因此 ， 由 推论 1 可 见 ， 我 们 只 需要 验算 2 中 za(CziEG(GC9i)) 的 半 单 
性 ， 就 可 以 得 到 VW 的 半 单 性 、 但 由 z; 之 半 单 性 得 知 ， 在 V,W 
中 各 有 一 组 菇 {vi ;1 才 ! 过 dimV 与 {wj;1 志 7] 鞍 dimW}, 使 得 

210; = 1<i<dimy, 

人 1<i<dimW. 

显然 {v0;,w i;1 志 idimV ,1 志 7 夺 dimW 1 构成 YOW 的 一 组 基 ， 而 


且 
和 =Ahivi, 1 和 : 委 dimY， 


37) sDzw)) hw 1<i<dimW. 
这 也 就 验 证 了 zz 的 半 单 性 ， 因 而 也 就 证 明 了 VO@BW 的 半 单 
性 . 
至 于 VW 的 半 单 性 ， 由 张 量 积 9.@89; 的 定义 ， 立即 可 知 
01092.(9) ~ 9*。 
”从 此 由 推论 1!， 我 们 只 要 验算 z1:@1w +Tr@zs 的 半 单 性 (其 中 >， = 
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(86) 


ixz)ECI9i=T2:xE9), 谍 可 推 得 VQ@T 的 半 单 性 。 可 用 满 
是 (86) 的 了 ,W 的 基 来 构造 VOW 的 基 {eai@wjilsi 和 dimv ,1<<7 
<dimT ,而且 
(87’) (zZ1@ Tw +t [yO23) (DOW = (hi + hv 1。 
这 也 就 验证 了 z1@1w + TyC9z, 的 半 单 性 ， 因 此 也 就 证 明了 张 量 积 
VOW 的 半 单 信 . 

VY* 的 半 单 性 的 证 明 比 较 简单 ， 留 作 习 题 。 1 

最 后 ， 让 我 们 以 Levi 定 理 作为 本 节 讨 论 的 结 来 。 


3。Levi 定 理 


Levi 定 理 ” 设 基 域 玉 的 特征 为 零 。 设 a 是 李 代 数 9 的 一 个 理 
想 ,而 且 9/a 是 半 单 的 ， 则 9 中 存在 一 个 与 ao 互补 的 子 代 数 9 。 

注意 ， 一 般 来 说 ，9 并 不 是 8 的 理想 ， 所 以 

9 = ahg/ 
只 需 是 向 量 空间 的 直 和 ， 了 而 并 非 李 代数 的 直 和 ! 

分 析 1) 类似 于 Weyl 定 理 的 论证 ， 不 难 把 Levi 定 理 的 证 明 
归于 下 述 简化 的 基本 情况 来 加 以 论证 。 亦 即 a 本 身 既 是 一 个 可 次 
李 代 数 ( 即 (a,a》 = 0) ,又 是 一 个 单 9- 模 。 因 为 从 对 于 dima 实行 归 
纳 法 证 明 的 观点 来 分 析 ， 其 它 的 种 种 情形 都 可 以 归于 较 低 维 的 情 
形 加 以 推论 。 

2) 设 a 是 一 个 可 换 理 想 ， 而 且 是 一 个 单 49- 模 。 如 果 能 够 构造 
另 一 个 9- 模 W , 使 得 有 woE WW 满足 

8*°wo = awo ta, 


则 
8 = {XEQ; xewo=0} 


就 是 一 个 与 互补 的 子 代数 . 

下 面 就 是 把 上 述 两 点 想法 付 诸 实践 的 证 明 。 

证 1) 先 讨论 下 述 关键 的 情况 ， 亦 即 a 是 可 换 理 想 ， 而 且 是 
一 个 单 9- 模 。 令 
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W = 29,9), 
则 在 W 上 的 4- 模 结 构 就 是 
(Xe A)C(V) =X ACY) - A(Xog), XJEQ, AE L(YQ9,0). 
xey=[x,y]=adx(y). 


再 者 ， 令 P,8,R 分 别 是 W 中 满足 下 列 条 件 的 子 集 ， 
P={adx;xE€E a}, 


(89) O={AEW,;A(g)ESa,AC) = {0}}, 
R=iAEW;A(g) Sa,A|, = 4144)1,}, 
不 难 由 上 述 定 义 得 到 
PCOCR, 
(90) jos 


P,Q,R 均 为 W 中 的 子 9- 模 ， 
再 者 ， 对 于 任 给 的 4ER，xcEa'yEg， 我 们 可 以 由 定义 (88 及 
(89) 得 出 A(y)Ea。 从 而 有 


(91) (Xe 4)(V) =X ACY)— ACxey) 
=[x, AC(y)]— ACA)LxX,y] 
= — A(A)adx(y), 
亦 即 
(91’) xe A= 一 404)adx， 
或 者 说 : 
a* ROCP, 


由 此 可 见 ，a 在 商 9- 模 0/P 与 R/P. 上 的 作用 是 平 几 的 。 换 名 话说 

Q/P 与 R/P 上 的 9- 模 结构 ， 在 本 质 上 其 实 是 (9/9)- 模 。 由 假设 ， 

9g/a 是 半 单 的 ， 所 以 在 R/P 中 存在 一 个 一 维 的 平凡 子 9- 模 ( 亦 即 : 

(9/9)- 模 )>。 也 就 是 说 ,在 R/P 中 存在 一 个 元 素 wo 妆 0, 使 得 
9*°wo = 0, 

亦 即 在 R 中 存在 一 个 元 素 wo, 福 足 


‘gwoP, 
(02) 
wo | a 二 ACwo) ef, ,NACo0) ><0。 
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其 实 ， 我 们 也 可 以 改 取 -- wo, 而 不 妨 假 设 


A(wo) 
A(wo) = 1., 
再 者 ， 由 于 9 是 假设 为 单 9- 模 的 ,所 以 从 9- 模 的 观点 来 看 ， 有 
《93 ) ge wo = Pn, 


这 是 因为 XE a,x 志 0, 则 adx 半 0。 
令 
0 ={yE gy wo =0}, 
则 9 显然 是 9 中 的 一 个 子 李 代数 ， 而 且 


dimg’ = dimg -~ dima, 


于 以 我 们 只 要 再 验 证 8 a = {0}。 为 此 ， 设 有 x 六 0，xEa。 由 
《91 ) 得 知 z 
(C94) : Xewo= —AC(wo)adx = -adxsxs0， 

亦 即 xEg' 。 由 此 可 知 子 本 代数 8’ 即 为 所 求 。 

2) 接着 让 我 们 以 对 dima 进行 归纳 的 方法 来 证 明 一 般 情 形 的 
Levi 定 理 。 亦 即 设 Levi 定 理 对 于 dima 志 nn 时 业已 一 般 地 成 立 ， 进 
而 论证 它 对 于 dima =n+1 的 情形 也 一 般 地 成 立 。 

以 5 表示 9 的 根基 ,以 r: 9->9/a 表示 自 然 上 映射， 因而 z(t) 是 
4/a 的 可 解 理 想 , 但 是 9/a 为 半 单 的 ,因而 有 x(t) = {0}, 即 有 Sa， 

若是 半 单 的 ， 则 上 = {0}， 因 而 9 亦 是 半 单 的 。 故 

9 = ada+, 
苑 此 时 Levi 定 理 成 立 ， 

车 a 是 可 换 的 ， 且 为 单 9- 模 的 ， 则 由 证 明 1) 知 定理 亦 成 立 。 

所 以 还 要 加 以 论证 的 情形 是 在 a 中 有 一 个 9 的 理想 ai ,使 得 

dima>dima, >0, 

我 们 可 以 先 对 于 a/aiCC9/ai 应 用 归纳 假设 ， 即 得 9/Q1 的 一 个 
子宫 代数 9*， 它 是 9/ 的 一 个 补 子 李 代数 。 然 后 又 可 以 对 于 
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《95 ) aCnx 1(g*) 

应 用 归纳 假设 .注意 到 
An-1(0*) /a 92g/0 z 
已 半 单 的 ， 故 有 一 个 半 单 子 李 代 数 9’ Cx-1(9*)C9, 使 得 
x"ig#)=a+9; afg9 ={0}.。 

这 上 时， 有 

(96) g’ Na=g NN Cx 1Cg*) /a= 9 /a= {0}, 
济 以 9' 也 是 a 在 9 中 的 补 子 李 人 代数。 | 

注 “Levi 定理 和 允 ey1 定 理 的 证 明 在 本 质 上 是 大 同 小 异 的 。 其 

实在 村 代数 的 上 同调 的 架构 之 下 ， 两 者 之 间 的 类 似 性 就 更 加 了 明 


$ 3 ” 复 半 单 李 代数 的 结构 与 分 类 


复 半 单 李 代 数 的 结构 与 分 类 的 理论 ， 主 要 的 乃 是 Killing 的 贡 
献 ， 随 后 这. Cartan 对 于 他 的 工作 加 了 一 些 补 充 ， 所 以 本 节 所 讨 
论 的 材料 大 体 上 就 是 Killing 和 名. Cartan 的 论点 。 


1。Cartan 子 代数 和 Cartan 分 解 


本 分 节 的 讨论 ， 除 了 作 特 殊 声 明 的 情况 之 外 ， 一 般 地 只 假设 
基 域 含有 无 窍 多 个 元 素 。 

定义 ” 李 代 数 9 的 一 个 子 李 代 数 b 若 满足 下 列 两 个 条 件 ， 

《1) 9 是 项 零 李 代 数 ， 

2) [x,b1Cb=—>xEDh, 
旭 称 之 为 8 的 一 个 Cartan 子 代数 .。 

接着 让 我 们 来 讨论 Cartan 子 代数 的 存在 性 和 一 般 构 造 法 。 为 
此 ， 我 们 先 要 描述 9 中 的 正则 元 素 (regular elements) 。 
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设 {e/，1&i<dimg =m} 是 9 中 一 组 任 取 的 基 。 则 9 的 一 个 一 
舱 必 元素 (generfoc _ element)x 科 9 可 以 表 成 


人 
《97 ) x= > tiei, 
i- 1 


其 中 (过 1! 之 m) 都 是 以 上 为 其 变 域 的 变 元 。 
由 此 我 们 可 以 计算 9 的 线性 变换 adx 在 基 {e1,1 志 i 过} 下 的 和 导 
附 表 示 式 ， 从 而 计算 adx 的 特征 多 项 式 
(98) fj;(1) = det(adx 一 17) 
= 


其 中 9;C) 二! 过 rt 一 站 是 变 元 纪 ,5 mr 的 ! 次 齐 次 多 项 式 ， 且 
gm_i (Css0, 但 是 9i (=0,1 人 一 上 。 由 于 对 任何 xEg,adx(Cz)》 
=0, 因 而 一 定 有 ! 之 1 


定义 9 中 的 一 个 元 素 4 = > ,aiei; 若 满足 
i=1 


则 称 a 为 9 的 一 个 正则 元 素 。 
因为 基 域 中 含有 无 穷 多 个 元 素 ， 所 以 肯定 会 存在 一 个 4 = 
《alias ,0m) 使 得 非 零 的 mn 一 1 次 多 项 式 gw- (Ca) 关 0。 因 此 由 8 
中 的 正则 元 素 所 构成 的 集合 肯定 是 非 空 的 ， 
定理 5 设 4 是 李 代 数 8 中 一 个 正则 元 ，b 是 ada 的 适 零 子 空间 ， 
亦 即 
(99) b={xE9;,(Cada)™x = 0}, 
则 b 是 9 的 一 个 Cartan 子 代数 。 
证 1) 移 证 8 是 9 的 一 个 子 李 代数 。 设 x,yEb5b， 则 由 5 的 定 
浆 有 
(100) (ada)™x=0; (ada)™y=0, 
再 者 .由 公式 
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C101) ada(L2 2) = [ada(lu) ,V+[u,ada(v) | 
容易 推 得 

(C100’) (ada)°™ [x,y]) =0, 
从 而 有 [x,yY]E90。 这 也 就 证 明了 9 是 一 个 子 李 代 数 ，。 

2) 再 证 5 是 笑 零 的 。 由 Engel 定 还 可 见 ， 我 们 只 要 对 于 任 给 
<Eb， 设 落 证 明 adbl ,的 宕 零 性 .下面 就 用 ac 的 正则 性 和 b 的 定义 
来 论证 adb| ,的 硕 零 性 ， 

设 ma(X) 是 4A= ada 的 极 小 多 项 式 ， 并 且 有 

(102) maA(X)= XCX), 


其 中 9(CX) 不 再 含有 X 的 因子 ， 亦 即 
g (0) oO, 

因而 有 9 的 4- 不 变 子 空间 直 和 分 解 

(103) 89= BV Vi=kerg(A). 
设 bEb。 令 B=adb., 则 由 (ada)"ob=0, 立 得 (adA)”6B=0。 因 此 
我 们 就 可 以 套用 定理 2 证 明 中 的 公式 (437) 和 (46)， 说 明 任 给 一 - 
个 pcEVvi, 皆 有 

(104) g(A)"°*i. Bo =0, 
因而 

B.v=[b,v |EKkerg(A) 0 = Vi。 


[b 9 VS 外 


现在 让 我 们 在 1 和 Vi 中 分 别 选 定 一 组 基 ， 将 它 们 合 起 来 则 得 
到 g 的 一 组 基 。 因 为 9 和 Vi 都 是 A4,B 不 变 的 ， 所 以 A,B 的 矩阵 都 是 
下 述 形 式 ， 


(01) 0 : CP1) 0 
《105) A— , B— ) 
0 (02) .0 (PB,) 


其 中 det(a:) 关 0。 而 我 们 需要 证 明 的 也 就 是 51 ,的 矩阵 (h) 是 第 
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老 的 。 可 用 有 反 证 法 米 说 明 08, 是 帘 零 的 。 设 若 不 然 ， 则 
C106) A':+tdetCAal, ~ (PB))), 【=dimnb， 
其 中 符号 “+” 表示 “不 能 整除 ”。 我 们 容易 由 上 面 A,B 的 矩阵 
表示 式 计 算出 c/A+cs8B 的 特征 多 项 式 
C107) det Alm— CA- cB) 
=det(Al1~ co) -cB) 
sdet(Alm_1 — 0601(0%) ~ 6.6,)) 
=f1CA,c1, C0) oh 1 ca), 
因 f1(4,0,1) = det(41j 一 《B80)) 所 含 的 4 的 方 次 低 于 ! ,而 fC4,1,0) 
则 根本 不 含 i 的 因子 ， 所 以 一 定 可 以 适当 选取 ct,cs*E 玉 ， 使 得 
CAAA+C2B=ad(cia+ cab) 的 特征 多 项 式 中 所 含 的 4 的 方 次 低 于 1 
这 和 ae 的 正则 性 《〈 即 ! 的 极 小 性 ) 相 了 矛盾， 因此 (8 必须 基 帮 堆 的 ， 
亦 即 adb| ,对 于 任何 Eb 都 是 客 零 的 。 用 Engel 定 理 , 立即 得 知 0 是 
个 星 零 李 代 数 ， 
3) 最 后 ， 我 们 验证 
[x,b1b 一 -> YEb。 
设 xEg9 满 足 [Lx,bj 三 b , 则 将 然 有 
ada(x)=[ ax] ED， 
因此 ， 再 由 9 的 定义 ， 即 有 
(100”) (ada)™*! (Cx) = (ada)™. (ada(x)) =0, 
于 是 XE 49， 
总 结 上 述 三 点 证 明 ， 即 得 9 为 9 的 一 个 Cartan 子 代数 。 | 
在 本 节 以 后 的 讨论 中 ， 我 们 总 是 用 符号 0 表示 在 上 述 定理 5 中 
已 证 明 其 存在 性 的 Cartan 子 代数 , 它 是 某 一 个 正则 元 素 4 的 ada- 千 
零 子 空间 。 结 合 9 的 寡 零 性 和 定理 2 即 得 下 述 Cartan 分 解 。 
Cartan 分 解 ” 设 9 是 李 代 数 9 的 一 个 取 定 的 Cartan 子 代 数 ， 则 
9 对 于 adb 的 素 寡 分 解 就 叫做 9( 对 于 0) 的 Cartan 分 解 ， 亦 即 
(108) 9g=DDVi, [bi 
其 中 adb|V :，bE6 的 极 小 多 项 式 都 是 素 只 的 ， 
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注 当 K =C 时 ，adb|v;，4bEP 的 极 小 多 项 式 万 是 一 个 一 次 
因子 的 方 禹 ， 


2。 复 侍 单 李 代数 的 Cartan 分 解 


从 现在 开始 ， 我 们 将 不 仅 假设 基 域 K =C， 而 且 假定 李 代 数 9 
是 半 单 的 。 然 后 着 手 对 于 一 个 取 定 的 Cartan 子 代数 9 之 Cartan 分 
解 进行 结构 分 析 。 所 以 我 们 的 起 点 就 是 一 个 非 过 化 的 killing 型 ， 


C109) B(xX,y) =tradxeady, X,YyEQ 
以 及 9 对 于 取 定 的 Cartan 子 代数 0 的 素 短 分 解 ( 寡 看 上 节 之 定理 2) ， 
(108’) g=0+ >,96, 


2A 
其 中 aE A 是 某 些 9 上 的 线性 函数 ， 亦 即 a,，b->C， 且 a € 多 (9,C)，,- 
而 且 4 六 0, 并 有 
《108”) gs。={xE€9g,(adH -a(H)I, )»=0,YHEDb}S{0}. 
例 设 u 是 一 个 紧 半 单 李 代 数 。 令 
9 = uC, 


则 第 四 章 中 所 讨论 的 复 Cartan 分 解 也 就 是 复 半 单 李 代 数 9 的 Cartan': 
分 解 。 

从 烷 半 章 李 代数 的 复 化 所 得 的 这 些 例子 来 看 ， 当 然 都 具有 很 
多 我 们 业已 熟悉 的 性 质 。 例 如 ，b 是 可 换 的 ，9。( 对 所 有 的 cEA)》 
都 是 一 维 的 ; 车 ,hE A 成 比例 ， 则 有 Bh = +a 等 等 。 

很 自然 地 、 我 们 应 该 去 研讨 这 些 有 趣 的 性 质 是 否 也 同样 地 对 
于 任何 复 半 单 李 代 数 的 Cartan 分 解 依然 成 立 ? z 

下 面 的 讨论 也 就 是 要 逐步 去 证 明 所 有 码 半 单 李 代数 的 Cartan 
分 解 所 具有 的 通 性 对 于 复 半 单 李 代 数 的 Cartan 分 解 也 一 定 成 立 。 
这 样 ， 最 后 也 就 证 明了 任何 复 半 单 李 代 数 都 必定 和 唯一 的 一 个 紧 
半 单 李 代 数 的 复 化 是 同 构 的 1 这 也 就 是 复 半 单 李 代 数 的 结 构 和 分 
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类 理论 的 主要 结果 。 这 些 是 当年 Killing 的 重大 贡献 。 

下 而 我 们 来 讨论 这 些 性 质 。 

1) [go,9s CI.p. 

当 a + 有 =0 时 ， 视 9 为 9 当 a + <0, 上 且 a+8EA 时 ， 则 定义 
90a.p = {0}。 

证 设 HEb,X。€E9o,XpE9g 分 别 为 上 述 二 个子 空 间 b,9。， 
gs 的 任 取 元 带 ， 则 由 定义 知 ， 存 在 正 整 数 ， 使 得 
和 


《ad 万 -有 (万 )T)m Xs = 0, 


再 者 ， 由 Jacobi 等 式 ， 有 
adH([u,v]) = [adH(u),v +fuadCo)]， 


(108”) 


CadH ~acH)I, ~ BCH)T,) (Eu)]) 
=[ (CadlH ~ aCH)T,) Cu),v] 
+[u, (ad 五- 有 (TCD 1, 


(110) 


因而 有 
(110’)» (ad 万 — a(H)T, ~ B(H)T)’™. ([X,, X22]) 


2m 

= SC )ECGaH aDI mioX, ; 
i-0o. ! 
CadH ~ PCH)T,) ie Xp] 


= 0, 
所 以 
(111) [Xo,Xgp]E Qo, ps 
即 [80,9p C004p。 | 
2) 设 c,pPEAU{0)，a+ 6s0，XvEge，XncE9es， 则 有 
(112) BX, Xp) =0。 


证 我们 可 以 用 1) 来 直接 说 明 。 假 设 Yy 是 9, 中 的 任 给 元 素 
(7 = 0 了 时， 表示 Y, E90)， 则 有 
(113) (adX oradX p)Yy EQarpry. 
由 假设 ，a+5 关 0, 所 以 grsyz1igy= {0}。 由 此 可 见 ， 对 于 一 组 
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与 Cartan 分 解 (108') 相 容 的 基 ( 即 由 :9 的 基 拼 成 的 9 的 基 ) ,adX。 
"adXy 的 矩阵 在 对 角 线 上 的 元 素 显 然 全 部 是 零 。 所 以 
BOXaos Xp) = Tr(adX oaradXp)=0。 1 

2') 由 2) 即 可 推论 下 述 两 上 后: 

i) 把 B 限 制 在 9 上 所 得 的 双 线 性 型 也 是 非 退 化 的 ， 

ii) aE A 一 > -a€EA， 而 且 ， 对 任 一 XX。€ 9。,X。 太 0， 则 有 
X_oEg_-。， 使 得 

DCX。,X_。)s 关 0。 

证 设 且 ,ED， 而 且 有 BCHo,H) =0, YHED 丝 成 立 。 由 2) 知 
BCH,,X。) =0, VX。E9。o,0E€A。 再 由 B 的 双 线 性 即 得 
(114) B(Ho,X)=0, YXEY, 
再 由 8 是非 退化 的 ， 即 有 恕 ,= 0。 这 样 我 们 已 经 证 明 了 让 ， 

下 面 证 明 ii) 。 因 为 BCX。,Xp) = 0 对 所 有 XsE9p，0+ B00 
都 成 立 ， 所 以 当 aE A, 而 -aEA 时 ， 即 有 X。 志 0 满 外 

BOXosX)=0, VXEY, 
这 和 8B 的 非 退 化 性 相 矛 盾 。 由 此 可 见 
rnEA 一、 -EA, 

和 而且 对 于 每 个 Xe。eEg,Xo 关 0, 必 定 存 在 一 个 X_。Eg_。， 使 得 
《115) B(X。,X_o) 关 0。 | 

3) 设 互 , ,DeEb, 则 有 公式 
(116) BC(H1, Hs) = Ddimgo*a (Hi aC(H,). 


qt 
证 由 Cartan 分 解 的 定义 ， 每 一 个 9。 都 是 sd ;不 变 的 ， 而 且 
可 以 在 每 一 个 gu(b = 9o) 中 选取 适当 的 基 ， 使 得 adH 1。。 的 矩阵 
为 上 三 角形 ， 而 且 在 对 角 线 上 的 值 都 是 a(H,)。 亦 即 


QCH 1) , 来 
《117) adHil， 一 。 ,aEAU{0}. 


0 | 
a(CH.,) 
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由 此 可 见 ， 对 于 任何 cEAU{0},9。 也 是 线性 变换 adFrivadF 
的 不 变 子 空间 、 而 有 在 上 述 基 下 adH1*adH21, ,的 矩阵 表示 式 为 


.. aCHDoCH2) 。 XX 
adH, * ad Hs J» ? 


0 “ aCH VaCH,) 
其 中 aEAU{0}。 所 以 有 


BCHi, Has) = > dimgs «a(HDACH). | 


GeEA 
3 ) 日 是 可 换 的 ， 而 且 [kerCo)={0}。 
在 所 入 


证 设 HE[b,01]， 亦 即 有 ci; EC， 人 日 , ,HE4， 使 得 
H= cLH;,H'ij, 
刘 由 上 面 的 计算 显然 可 以 看 到 adH1,, 在 上 述 基 下 的 矩阵 是 一 个 
对 角 线 上 元 素 全 为 零 的 上 三 角 和 矩阵 ， 亦 即 
ad 万 |， = 2ciLadHi,adHil,, 


= ZeiladHi|,,, adH'ils,] 


0 类 
0 oO 


久 此 ， 对 于 日 中 的 任 给 元 素 互 * ， 尼 有 
C118) BH,H’)=Tr(adH 。adH’)=0。 
再 由 2) 之 记 即 得 五 =0， 亦 即 [5,0] = 0。 

再 者 ， 设 太 Eker(a), YaEA， 则 由 公式 (116) 有 


(119) BCH,H2) = >,dimgs » a(H)aCH:) =0, YH; Eb, 


门 kerCo ={0}).1 


者 三 上 
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定义 ”对 每 个 acEA， 我 们 定义 一 个 互 。ED， 使 得 
(120) B(Ho,H)=a(H), YHED., 
因为 BCH,, 石 ;)， 昌 ;Eb 是 b 上 非 退 化 的 对 称 双 线性 型 ， 所 
以 对 于 每 一 个 4€ AC6* 上 面 定 义 的 及。 是 唯一 存在 的 。 
注 采用 上 述 定义 的 五 ,，& EA， 则 有 
门 ker(c) = 0 


acAa 


之 充分 必要 条 件 是 { 瑟 。,aE A) 构成 了 的 一 组 生成 元 。 
特别 ， 对 于 复 半 单 李 代 数 ,{H。,aE A} 就 是 6 的 一 组 生成 元 。 


”4) 设 XoEego,Xos0， 即 有 
[五 ,Xeo]=a(D)X YHED. 
又 车 X-o 是 9- 中 任 一 元 素 ， 则 有 
《121) LX。X_。 = BX,.,X-.)Ho。 
证 注意 到 [9。6,9-6。] 守 9o-。=0， 即 [Xs, 半 -ojE0， 又 由 B 
的 不 变性 ， 故 对 任何 五 Eb， 有 
(122) BO(EXos, Xa],H) =B(X_。[ 万 ,Xe]) 
= B(X-.。,a(H)X,) 


= B(X-_o,Xo) 时 B(H,.,H). 
亦 妈 


(122’)  B([Xs,X-s。 -BC(X-a, Xo)Hs,H)=0, 
对 于 往 给 及 Eb 丝 成 立 。 而 由 2 ) 之 户 有 
[Xs, Xs- BCX-s, Xs.) He, =0, 
如 公式 (121) 成 立 。 | 
5) a(He) = 卫 ( 厅 ,万 os0, YaEA。 
证 在 9 中 取 Xos0， 则 有 
[五 ;X。j=a(D)X YHEDb. 
再 者 ， 因 为 在 2 ) 中 已 证 ,有 Xs。E9-。, 使 得 BC(X。,X.。) 寺 0。 
我 们 不 妨 将 此 XX-。 乘 以 适当 的 系数 ， 使 得 
BCX。X-。)=1， 
内 而 由 4 ) 有 
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(123) [Xa,X-aol=Ho,。 
我 们 现在 要 着 手 用 反 证 法 来 证 明 aCH。) 半 0。 如 果 有 ao(H。) 
= 0, 我 们 令 
(124) W=CXs。+CHot+ 90- 1=1,2,°., 1 
如 果 -JoEA， 则 视 g-je={10}。 
不 难看 出 W 是 8 中 的 一 个 子 李 代数 。 再 者 由 假设 
a(Ha)=0 


可 以 得 到 
(125) Wo=CHast+ 8-joCcW 


是 全 中 的 一 个 可 解 理想 ， 因 此 克 本 身 就 是 一 个 可 解 事 代数 。 

将 Lie 定理 应 用 到 adW C8981)， 就 可 以 在 9 中 选取 适当 的 
一 组 基 使 得 所 有 adY(Y EW) 的 矩阵 都 成 上 三 角 算 了 泗 。 由 此 易 见 

ad 万 。= [adXuadX_ wo] 

的 矩阵 是 对 角 线 上 元 素 全 为 0 的 上 三 角形 矩阵 , 亦 即 ad 五 。 的 所 有 
特征 值 都 是 零 ! 但 是 由 Cartan 分 解 得 知 adH。 的 特征 值 就 是 {0， 
B(Ho)s BEA}。 换 句 话说 ， 对 于 任 给 PEA，B(H。) =0。 这 与 
3 ) 和 五 ,六 0 是 矛盾 的 。 由 此 可 见 ， 假 设 a(H.)=0 是 不 可 能 
的 ， 亦 即 证 得 a(H6。) 记 0。 | : 

6》dimg4 =]，YaEAs 又 车 aEA， 则 ja€EA 之 充 要 条 件 
是 1= 土 1。 

证 因为 由 (124) 式 定义 的 W 显 然 是 adX。,adXX-。 的 不 变 子 
空间 ， 所 以 有 

(126) adHolw= [adX olw,adX-.,|wj, 


因而 
TrCadH, | w) 二 0。 


再 者 ， 我 们 可 以 由 adH。 在 WW 的 每 个 adH。 不 变 子 空间 直接 算得 
(127) TrCadH,|w)=aCH.) (1 -dimg., — dimg.se— .** )。 
因为 在 5) 中 业已 证 明 aCH。) 志 0， 所 以 
(128) IT- dimg-o- dim9g-ae-…=0。 
于 是 从 dimg-。 记 0 有 
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dimg.s4 = dimg,。 = 1， 
dinmg_ ，， } =0， 7 宇 2。 | 

泽 上面 六 点 TD) 一 0) 是 复 半音 李 代 数 的 Cartan 分 解 的 基本 
性 质 。 在 它们 的 论证 中 ， 最 主要 的 着 力 点 就 是 9 的 Killing 型 
BCX,Y) 的 非 退 化 性 ( 亦 即 半音 性)。 读 者 不 妨 在 此 回顾 上 面 这 一 
段 的 论证 ， 就 不 难看 到 ， 除 了 5 ) 的 证 明 中 用 到 一 次 Lie 定理 之 
外 ， 其 它 的 论证 都 是 直截了当 的 初等 计算 。 

现在 我 们 将 复 半 单 李 代 数 与 紧 半 单 李 代数 作 一 番 比 较 分 析 。 

总 结 上 面 复 件 单 李 代数 的 Cartan 分 解 的 六 点 基本 性 质 , 我 们 
可 以 把 它 和 第 四 章 所 讨论 的 紧 件 单 李 代数 的 复 Cartan 分 解 加 以 
比较 分 析 。 

第 一 ， 在 本 质 上 ， 一 个 紧 牢 单 李 代 数 u 的 复 Cartan 分 解 ,也 
就 是 复 牢 单 李 代数 6= uGQC 的 Cartan 分 解 。 所 以 前 者 乃 是 后 者 
的 一 部 分 “实例 ” .其实 ， 本 章 的 主要 结论 也 就 是 要 证 明 这 一 部 分 
“实例 ”根本 就 已 经 是 复 半 单 李 代 数 的 Cartan 分 解 的 全 部 可 能 性 
了 ! | 

第 二 ， 从 论证 上 看 来 , 紧 致 性 使 得 前 者 的 结构 分 析 大 为 简化 ， 
在 紧 半 单 的 Cartan 分 解 中 ， 性 质 1) 一 5) 基 本 上 是 十 分 明显 的 ， 
但 是 在 复 半 单 李 代 数 的 情形 ， 虽 然 并 不 算 难 证 ， 但 是 也 并 不 是 完 
全 明显 的 。 

第 三 ， 紧 半 单 李 代数 的 复 Cartan 分 解 的 诸多 特性 之 中 , 比较 
深刻 的 部 分 都 是 应 用 SU(2) 的 复 表示 论 加 以 推 导 的 (参看 第 三 章 
的 定理 4 和 定理 5 ， 以 及 从 第 四 章 一 开头 一 直 到 Chevalley 基 的 
选 定 的 一 大 段 的 讨论 ) 。 所 以 在 这 里 对 于 复 半 单 李 代 数 的 Cartan 
分 解 的 探讨 中 也 自然 要 设法 同样 地 运用 SU (2) 的 复 表示 论 ， 来 论 
证 它 也 同样 地 具有 那些 深刻 的 特性 ， 一 直到 同样 地 建立 它 的 一 组 
Chevalley 基 为 止 。 这 也 就 是 我 们 用 来 证 明 任 何 复 半音 李 代 数 9 
都 和 一 个 紧 半 单 李 代 数 的 复 化 "BC 同 移 的 一 个 自然 途径 ， 其 起 
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7) 设 acEA， 则 
CXoC 万 DCX-。 
克成 9 的 一 个 子 李 代数 ， 它 和 SL(2,C)? 的 李 代 数 亦 即 SU(2) 的 
李 代 数 的 复 化 同 构 。 
证 设 a 为 SU(2) 的 李 代 数 的 复 化 ， 亦 即 是 SL(2,C) 的 李 
代数 ， 则 由 第 三 章 的 讨论 ,ai 是 一 个 复 三 维 空间 。 它 具 有 一 组 基 
{ 刀 ,X,Y)}， 满 足 ， 


[X,YJ]=H, 
(129) | CH,X]=2X, 

[CH,Y]=2Y. 
在 5) 和 人 中 我 们 业已 证 明 


a(H)X0, dimg。 = dimg-。= 1， 
而 且 在 9。 和 9-。 中 分 别 存在 X。,X-。 使 得 
[X。，X-。j= 万 。， 
[Ho, Xa]=aCHa)X,, 
[Ha, X-ol= ~-a(H)X-oe 


(129’ ) 


向 此 可 见 ， 只 要 取 
z Xo = Xo 
X'o= 


二 a 


2 
Ff 一 、_ ~， 
及 = 


即 得 H5,X5 及 Xs。 也 适合 关系 式 (129)。 换 句 话说， 这 也 就 证 
明了 


《130) 


FesCXotCX-s。 + CH 1 
有 了 上 述 基本 事实 7) ,就 可 以 从 9。 在 9 上 的 伴随 表示 得 出 
SU(2) 在 9 上 的 复 表 示 。 由 此 可 见 ， 在 第 四 章 对 于 紧 半 单 李 代数 
的 复 Cartan 分 解 的 所 有 结构 的 分 析 , 完全 可 以 照搬 到 复 半 单 李 代 
数 的 Cartan 分 解 中 来 ,一 直到 得 出 一 个 复 半 单 李 代数 的 Chevalley 
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基 的 选 定 为 止 ， 请 读者 耐心 地 乏 步 一 一 检验 ， 本 书 就 不 再 重 息 
了 。 总 之 ， 这 样 就 可 以 顺理成章 地 证 明 : 
复 牢 单 李 代数 的 分 类 定理 ”对 于 每 一 个 复 半 单 李 代数 9 都 存 
在 一 个 亲 半 单 李 代数 4 ， 使 得 
92uUCOC (表亲 性 ) 。 
而 且 如 果 


如 


uCEUOC, 
U15242 《唯一 性 )。 
习 题 
1， 叙述 并 证 明 李 代数 的 同 态 基本 定理 。 
2。 回顾 第 一 章 、 第 二 童 的 讨论 ， 不 难看 到 李 群 的 线性 表示 
和 上 上述 李 代数 的 线性 表示 之 间 的 密切 关系 。 亦 即 设 ?，G 一 G1CY) 
是 一 个 李 群 G 在 V 上 的 线性 表示 ，d?，9 一 910V) 就 是 其 相应 的 李 
代数 9 在 YY 上 的 线性 表示 。 由 此 可 见 ， 李 代数 的 线性 天 示 也 就 是 
李 群 的 线性 表示 的 “微分 形式 ”, 乃 是 一 种 线性 化 的 自然 产物 。 
请 读者 采用 上 述 观 点 ， 再 把 第 一 章 中 关于 V*,V@W 和 
必 (VsW) 上 相应 群 表示 的 定义 和 本 节 关 于 V* ,YVESW 和 儿 (V ;VW) 
th 
. 设 8 的 一 个 理想 a 和 商人 代数 9/a 都 是 可 解 的 ， 试 证 8 本 


记 也 是 可 解 的 。 
4. 议 工 是 李 代 数 9 的 根基 ( 亦 即 极 大 可 解 理 想 ), 则 商 代 数 
89/ | 单 的 。 


. 设 V ,WW 是 两 个 给 定 的 9- 模 ;分别 定 义 了 VYV*@B3W 和 
oo 9- 模 结构 。 试 证 V*@W 和 2 乡 ( 环 ) 是 9- 模 
6. 设 9 是 非 半 单 李 代 数 ， 试 证 9 中 必定 存在 一 个 非 零 的 可 
换 理 想 ae， 亦 即 ao 关 0， 但 是 有 ; 
[8,ajCca; [La,a]=0。 
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7。 完成 定理 3 推论 2 的 证 明 。 

8. 设 了 是 一 个 学年 9- 模 ， 试 和 证 V* 也 是 半 单 9- 模 。 

9， 请 读者 参照 第 四 章 紧 半 单 李 代 数 分 类 定理 的 证 明 完 成 复 . 
半音 地 代 数 的 分 类 定理 的 证 明 。 
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第 六 章 ” 实 半 单 李 代数 和 对 称 空间 


设 8 是 实数 域 R 上 的 半 单 李 代 数 ， 则 9CocC 就 是 一 个 复 半 单 
李 人 代数， 而 复 半 单 李 代 数 的 分 类 我 们 在 第 五 章 业 已 完成 。 在 本 章 
中 我 们 将 证 明 在 9@C 中 存在 一 个 适当 的 紧 半 单 李 代数 uC96C， 
使 得 UGC =96C， 而 且 1 在 9COC 对 9 的 共 轿 之 下 保持 不 变 . 
由 此 可 见 ， 把 8@C 对 9 的 共 轿 限制 到 4# 上 ， 即 得 到 4 的 一 个 对 
合 自 同 构 0: u>u,0o”=1d。 令 hh,p 分 别 是 0 的 属于 特征 值 +1， 
-1 的 特征 空间 ， 亦 即 

R={XEU: oC(X) =X), 
p={XEU: OCX)= —X}, 
则 不 难看 出 下 述 实 向 量 空 间 的 分 解 : 


u = kDP, 9 = kd)ip, i=w/ -1。 


由 此 可 见 , 实 半 单 李 代 数 的 结构 和 分 类 的 研讨 ,可 以 归于 紧 半 单 李 
代数 的 对 合 自 同 构 的 分 类 的 研讨 。 这 也 就 是 本 章 研讨 实 半 单 李 代 
数 所 采取 的 途径 。 

再 者 ， 设 M 是 一 个 黎 曼 流 形 (Riemannian manifold)， 若 M 
对 于 其 中 任 给 一 点 PEM 都 成 中 心 对 称 , 亦 即 对 于 每 个 点 PE M， 
恒 存 在 一 个 对 合 保 长 变换 sp: M 一 M， 它 使 得 每 一 条 过 7 点 的 测 
地 线 反 向 ， 则 称 M 为 一 对 称 空间 (symmetric space)。 我 们 将 证 
明 每 一 个 对 称 空间 M 都 自然 地 是 一 个 齐 性 空间 (homogeneous 
space)。 换 名 话说 ， 它 的 保 长 变换 群 是 一 个 李 群 C。 李 群 G 在 M 
上 的 作用 是 可 递 的 ， 而 且 G 中 使 得 一 个 取 定 的 基 忆 OOEM 固定 不 
动 的 保 长 变换 所 成 的 子 群 上 是 G 的 一 个 紧 致 子 群 ， 即 M 可 视 为 G 
对 无 的 商 空间 ， 亦 即 M = G/K。 进 而 ，M 对 于 基点 的 中 心 对 称 
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So: AM>M 耽 自 然 地 包 导 而 得 G 上 的 对 合 自 问 构 0o; CC。 从 
本 代数 的 观点 来 说 ，do。 9 一 8 就 是 一 个 李 代 数 的 对 合 日 间 构 。 
而 & 也 就 是 do6 的 定点 子 代数 。 这 里 ，9,8 分 别 为 G,K 的 李 代 
数 。 由 此 可 见 ， 对 称 空间 的 结构 分 类 ， 也 可 以 归于 某 种 李 代 数 的 
对 合 自 同 构 的 分 类 来 加 以 研讨 。 这 也 就 是 为 什么 把 上 述 一 个 代数 
事物 ， 一 个 几何 事物 这 样 两 种 截然 不 同 的 事物 的 研讨 合并 成 一 章 
的 理由 。 
本 章 所 讨论 的 结果 ， 绝 大 部 分 万 是 E.Cartan 的 贡献 。 


8 1 实 半 单 李 代数 的 结构 


设 u 是 一 个 紧 半 单 李 代 数 ， 则 u@C 是 一 个 复 半 单 李 代数 。 
而 第 五 章 第 三 节 的 讨论 则 说 明 任何 一 个 复 半 单 李 代数 9c 都 可 以 
唯一 地 表 成 一 个 紧 半 单 李 代数 的 复 化 。 换 句 话说 ， 任 给 一 个 复 半 
单 李 代数 ge， 在 其 中 必 存 在 一 个 紧 半 单 李 代数 uCC9c, 使 得 

9c = UKoC 。 

这 也 就 说 明了 复 半 单 李 代 数 和 紧 半 单 李 代数 之 间 的 密切 关系 。 本 
节 将 进而 说 明 实 半 单 李 代 数 和 紧 半 单 李 代 数 之 间 的 密切 关系 。 

首先 ， 让 我 们 先 来 构造 一 些 非 紧 的 实 半 单 李 代 数 的 例子 。 因 
为 在 第 一 章 到 第 四 章 中 ， 我 们 业已 对 于 紧 致 李 群 和 紧 致 可 代数 
作 了 相当 详尽 的 研讨 分 析 ， 所 以 紧 半 单 李 代数 应 该 可 以 算是 老 肌 
友 了 。 因此, 我们 可 以 试 着 把 一 个 紧 半 单 李 代数 加 以 适当 的 更 改 ， 
从 而 构造 出 非 索 的 实 半 单 李 代 数 ， 

分 析 1) 设 o 是 一 个 紧 半 单 李 代数 4 的 对 合 自 同 构 。 亦 是 
os U1 是 一 个 线性 变换 ， 而 且 
{ 0? = Id ， 

[oxX,oY]=o[fX,Y), 

则 ua 有 下 述 0- 不 变 子 空间 的 直 和 分 解 : 
C2) uU=ker(o?:— 1d) 


(1) 
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=ker(o -~ Id) 中 kerCa+7d) 


= kap, 

亦 即 1 

C2’) | ={XEU ICX) = 三 
p={XEU olX) = 一 X)}。 


不 难 由 (1) 和 (2) 看 到 ， 对 于 任 给 Xi ,Xecgk，YieysEep， 恒 有 


[Xi, XER, 
(3) | [Yi1,Y:sjER, 
[Xi,Y1 EP., 
亦 即 有 括 积 关系 式 ， 

[hk ,RSR， 

(3 ) [P,P Ck, 
[R,p JSP。 

这 是 因为 


of Xi, Xs] = LoLX), 0X2)] = LX,, X:], 
ofY1sY2] = [oC(Y) ,002) d= -Yi, -Y=[Y, ,Yj]» 
ofXiyY1j= Lo0CX) 0) =[LX, -Yij= 一 [X,Y1j。 
再 者 ， 紧 半 单 李 代数 的 一 个 特征 性 质 是 其 Killing 型 
B(X,Y)= Tr(adX »。 adY) 
是 一 个 负 定 的 对 称 双 线性 型 ， 我 们 不 难 由 (3) 中 的 括 积 关系 看 到 ， 
(4) B(k,p) =0。 
事实 上 ， 当 XEk，Y Ep 时， 我 们 有 
adXady(k)Sp， adXady (p)Ch, 


因而 
B(X,Y)=TrGadX。ady)=0。 


2) 我 们 利用 分 解 (2) 来 构造 非 紧 实 半 单 李 代 数 。 令 
9g=R+ip={X +iY; XER,Y EP}, 
显然 ， 9 二 uO9C ,9 为 RR 上 线性 空间 ， 而 且 不 难 由 下 述 括 积 运 算 
和 (3) 式 验算 对 任何 Xi+iYi,Xs+iY:E9 都 有 
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5) [XI+I7，，Xa+irj 
= (LXi, Xe] — [CY ,Ys]) +iCY1, Xs] + [X,Ysj) 
€9, 
斯 以 9 构成 一 个 R 上 的 李 代 数 。 
其 次 ， 显 然 有 8QC = uC。 关 为 ucoC 是 复 半 单 的 ， 所 雇 
869C 是 复 半 单 的 。 由 此 可 见 8 是 实 半 单 的 。 
最 后 ， 若 Y1 Ep，Y1 志 0， 则 有 
(6) BCiy ,iy) = -BOY1,YD) >0, 
故 知 8 的 Killing 型 并 非 负 定 ， 所 以 9 是 非 紧 的 实 半 单 李 代数 . 
其 实 ， 接 着 我 们 就 要 证 明 任何 非 紧 的 实 半 单 李 代 9 都 可 以 
由 某 一 个 紧 半 单 李 代数 用 上 述 构造 法 得 到 。 换 句 话说， 用 上 述 方 
法 构造 而 得 的 实 半 单 李 代数 业已 具有 一 般 性 ， z 
3) 设 98 是 一 个 任 给 的 实 半 单 李 代 数 (因为 紧 的 业已 “熟知 ”， 
所 以 不 妨 设 为 非 紧 的 )， 则 9c = 986@C 就 是 一 个 复 半 单 李 代数 .由 
上 一 章 的 论证 ， 得 知 在 9c 之 中 必定 存在 一 个 紧 半 单 李 代数 u ， 
使 得 | z : 
uC = uiu = 80 = 9Pig = 9QC， 
换 名 话说， 在 复 半 单 李 代数 gc 之 中 , “共存” 着 两 个 实 半 单子 李 代 
数 4 和 9， 其 中 一 个 是 爱 的 ， 一 个 是 非 系 的 ， 而 且 
《7 ) 9c=4 中 iu = 9 中 i9， 
这 里 的 直 和 “人 中 ”是 实 向 量 空 间 的 直 和 。 
当然 ， 我 们 也 可 以 把 gc 本身 看 成 一 个 实 李 代数 , 则 下 述 实 线 
性 变换 对 于 9c 的 实 李 代数 结构 来 说 ， 都 是 “ 自 同 构 ”: 
rz; 90 = UODiu—>uiu, 
TU + lH) = U1 ~ iu,s 
0o; Qc = 9Dig9—>9+ig, 
o (gi1+192) = 91— ig,, 
其 中 ,usEU; 91,92 E90, 
请 读者 注意 ，z,c 根本 不 是 复线 性 变换 。 其 实 对 于 任 给 46E 
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(8) 


C,X Ege, 由 有 
| r(AX) = NAT(X), 
oCAX) = XAo(X), 


所 以 ot 才 是 gc 的 复 李 代数 结构 的 一 个 自 同 构 。 

定义 由 (8) 定 义 的 gc 的 变换 ro 分 别称 为 gc 对 u, 对 9 
的 共 办 (Conjugation).。 

一 般 来 说 ，u 不 见得 在 o 的 作用 之 下 保持 不 变 ， 而 9 也 不 见 
得 在 + 的 作用 之 下 保持 不 变 。 但 是 在 下 面 我 们 即将 证 明 ， 在 8c 
之 中 必定 存在 一 个 适当 的 紧 半 单 李 代 数 u ， 使 得 

o(u)=u, 7T(9) =9, 
对 于 这 样 一 个 蛇 半 单 李 代数 4 来 说 ， 则 o 在 u 上 的 作用 也 就 是 : 
一 个 对 合 自 同 构 ， 而 且 有 下 面 的 分 解 
cg) | u = (站 9GCGu 门 让) =Dp, 


9 = RODip, 


总 结 上 述 三 点 分 析 ， 我 们 就 可 以 认识 到 探讨 实 半 单 李 代数 的 
一 个 自然 途径 和 所 要 克服 的 第 一 个 关键 性 定理 ， 那 就 是 要 证 明 在 
9C = 8@C 中 存在 一 个 0- 不 变 的 紧 半 单 李 代数 u 。 这 样 就 可 以 把 
非 紧 的 实 半 单 李 代 数 的 研讨 归于 紧 半 单 地 代数 及 其 对 合 自 同 构 的 
研究 。 
定理 1(Cartan mm 设 9 是 一 个 任 给 的 实 半 单 李 代 数 ， 
ge = 900C = 841i9, | 
0o， gc>gc 是 (8) 式 所 定义 的 8c 对 9 的 共 轿 ， 则 在 8o 中 必定 
存在 一 个 紧 半 单 李 代 数 u， 使 得 uGQC=9c， 而 且 u 是 0- 不 变 
的 。 c : 
证 ”由 第 五 章 对 于 复 半 单 李 代 数 的 结构 理论 得 知 ,9c 中 肯定 
存在 一 个 紧 半 单 李 代数 to, 使 得 uoBC = gc, 亦 即 96 = uoGiu。。 
所 以 问题 在 于 c- 不 变 的 这 种 紧 半 单 李 代数 的 存在 性 。 
设 "，gc-~>9c 是 gc 的 复 李 代数 结构 的 一 个 自 同 构 ， 则 显然. 
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4 = 9(uo) 也 是 一 个 满足 1Giu = 96 的 紧 半 单 李 代数 。 因 此 , 一 个 
独 然 的 想法 就 是 设法 构造 一 个 适当 的 复 自 辣 构 9 ， 使 得 9(uo) 是 
7- 不 变 的 。 这 也 就 是 下 面 所 要 论证 的 。 

1)》 如 (8) 式 所 定义 ， 令 
(8”) To: 90c 一 9c， 0:， 0oc 一 goc 
分 别 是 9c 对 于 uo， 对 于 9 的 共 斩 。 

为 了 便于 叙述 ， 我 们 将 引用 符号 (4) 表 示 一 个 变换 4 的 定 
点 子 集 ， 亦 即 


FCA)={x; Ax=x}, 
例如 


F(0)=9, 


[© = U0, 
Fl(BABPT') = BF(CA), 


怕 此 可 见 ， 设 ?是 9c 的 一 个 复 自 同 构 ( 即 gc 的 复 李 代数 结构 的 
自 同 构 )，U =?Cuo)， 则 

(10) T=9T09"!: gc 一 9c。 
显然 + 满足 下 列 关系 ， : 

人 =9F(T0) =PIUOD =1， 

tT(AX) = AT(X). : z 

因此 *z 是 9c 的 实 自 同 构 ( 即 ge 的 实 李 代数 结构 的 自 同 构 )， 亦 即 
r= grog-1 是 gc=uQC=uiu 对 于 4 =9(W0) 的 共 罗 。 再 者 ， 
少 = oT 是 9c 的 一 个 复 自 同 构 。 

由 于 r2=Id，c2=Id， 因 而 有 


(C11) 


(C12) T” = i=oreTe*rtO=0Or0, 
(12’) F(r )=VCU) =corGu) =0(4)。 
所 以 ，u 是 co- 不 变 的 之 充 要 条 件 就 是 
(13) rt’ =0OTt0=T7, 
亦 即 Or 二 TO。 


由 此 可 见 ， 本 定理 的 证 明 要 点 , 也 就 是 要 求 得 一 个 适当 的 go 的 揽 
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委 同 构 ?， 使 得 t= ?ro9 满足 ra = ort。 

2〉 为 了 要 构造 一 个 满足 上 述 条 件 的 复 自 同 构 ?， 我 们 先 对 
p=oto 这 个 “现成 的 ” 复 自 辐 构 作 一 番 分 析 。 在 复 向 量 空间 9CC 
上 ，B(X,Y) = TrladX 。adyY) 是 一 个 非 退 化 的 对 称 双 线性 型 。 
因为 gc=uocoC， 面 且 un 是 紧 半 单 的 ,所 以 


是 to 上 的 一 个 正定 内 积 。 由 此 可 见 
(14’) <X,Y>= -~-B(X,TY), X,YEgc 


是 定义 在 go 上 的 一 个 西 内 积 (Unitary inner product 或 者 Herm- 
itian inner prouduct)。 再 者 ， 因 为 BCX,Y) 显 然 是 在 9o 的 任何 
一 个 复 自 同 构 之 下 保持 不 变 的 ， 所 以 对 于 复 目 同 构 2 = cr 下 式 成 
了 
{15) 有 BCOC(X)，royY) = BC(X,P «toY) = BOX, ToorToY) 
= B(X,TP(Y)). 

换血 话说 ， 对 于 复 向 量 空间 .8c 上 的 西 内 积 <X,Y ?来 说 ，P?; .9c-* 
gc 是 一 个 Hermitian 线性 变换 ， 亦 即 

(16) p(X),Y> =<X ,PY)>, VX,Y Ego, 
因此 ，P = P?，9c->gc 是 一 个 正定 Hermitian 线性 变换 。 

由 熟知 的 线性 代数 知识 , 我 们 可 以 在 gc 中 允 取 适当 的 一 组 基 
{(Xi 1T<I<dim gc = m), 

使 得 
人 = AiXi， leiSm, bER, KO0s 


C17) . 
PX: =AiX i, lm, A = 44, 


因而 41= />>0，1<i<m， 即 14 都 是 正 实数 。 
再 者 ， 设 6;，1 志 1!,7,k 人 mm 是 复 李 代数 8c 对 于 上 述 基 {X;， 
1<i<m] 的 结构 常数 ， 亦 即 


Li 
(18) [Xi XI]= DX 1 委 !)7 委 mi。 
b= 1 
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PP 为 9c 的 复 自 同 构 ， 也 就 是 说 
LPXi,PX;,l=PLXi,X}]。 
由 (17) 与 (18)， 我 们 有 


(19) Ohihycty Xp=[AXi, MX = [PXi, PX)] 
k=1 


=PLXi,X1]=P (DyxX ) 
天 一 1 


m 
= Dj hrc y Xk 
k=-1 
亦 即 


对 于 任何 1 过 i,i ,Km 都 成 立 。 换 句 话说 ， 对 于 任何 一 个 非 零 的 
结构 常数 cf; 记 0， 都 有 4;4; = 人。 而 在 cf =0 时 ，(20) 式 是 平 
凡 的 0=01。 总 之 ， 由 (20) 可 以 推出 ， 对 于 任何 :ER， 都 有 
(20’ > AiA Sof; = 4 
依然 对 于 所 有 1 志 !1,7 ,Kr 成 立 。 这 也 就 证 明了 P' CYtE R) 都: 
是 9c 的 复 自 同 构 ! 
3) 由? 的 定义 和 oo?=75=1d 即 有 
(21) ropro = To(OTo)To = To00 = pp"!, 
头 此 ， 再 由 P= 户 即 得 
， twPro= Pp™, 
‘21 (pep, teER, 
我 们 取 9 = P4。 令 上 = 9rog-:， 则 有 
[I optrp d=orp t= pp 
(22) -| 
tO = (OT) = PEp- 1 。 
容易 由 ?和 P 在 基 {Xi3 1 志 1m; 上 的 作用 直接 验算 而 得 pp-¥ 
= p#p-!， 亦 上 or=ro， 故 Vuo) 是 0- 不 变 的 。 因为 对 每 个 
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1<s:<m， 有 


_ 有 ， 
pP 二 (和 ) = HX = SIgEnCAD) Xi 
(23) 


| _ 
Pp*p-1(X,) = x, = sign(hi)X ,。 
i 


这 样 我 们 完成 了 定理 的 证 明 。| 
推论 ”对 于 任 给 实 半 单 李 代数 9， 都 存在 着 一 个 唯一 的 紧 半 
理 李 代数 4 和 它 的 一 个 对 合 自 同 构 c， 使 得 
f =R+p, 
: 9=R+ip, 
其 中 R = ker(a — 1d), p= kerCco + Tad)., 
注 记 ”上述 分 解 ， 称 为 实 半 单 李 代数 的 Cartan 分 解 。 关 于 
Cartan 分 解 的 一 些 重 要 性 质 如 唯一 性 等 留 作 习题 。 


8$ 2 变换 群 与 古典 几何 


1。 变 换 群 与 欧 氏 几何 


群 和 变换 群 的 概念 , 直到 十 九 所 纪 末 二 十 世纪 初 才 竺 露头 角 ， 
并 在 整个 近代 数学 的 发 展 中 扮演 着 一 个 统 贯 爹 局 的 枢纽 性 的 角 
色 。 其 实 早 在 二 、 三 千年 前 的 古 希腊 上 时代 ， 变 换 群 就 已 经 是 古典 
几何 学 中 的 主角 ， 只 不 过 那 时 候 的 描述 方式 是 用 空间 的 “重合 公 
理 ” 来 加 以 表达 罢了 ! 其 中 最 基本 的 就 是 “线段 ”"、“ 夹 角 ”" 和 “三 
角形 ”的 到 合 条 件 分 别 是 “等 长 ”,“ 等 角度 ”和 “两 边 一 夹 角 对 应 
相等 ”( 简 称 为 S.A.S)。 
”中 学 所 学 的 平面 和 立体 几何 一 一 欧 氏 几何 (Euclidean Geo~ 
metry) 公 理 体系 中 ， 最 特殊 的 ， 也 是 最 引起 议论 的 要 算是 平行 
公理 ;但 是 最 基本 的 ， 也 是 景 常用 的 却 要 首 推 莽 合 公理 。 在 本质 
上 上 上， 又 合 公理 所 描述 的 其 实 就 是 空间 (或 局 限 到 平面 ) 的 对 称 性 ; 


185 


一 个 平面 对 于 其 中 任 给 一 条 直线 成 反射 对 称 ， 空 间 对 于 其 中 任 给 
一 个 平面 成 反射 对 称 。 改 用 变换 群 的 术语 来 说 ， 那 就 是 对 于 空间 
的 任何 给 定 的 点 PP 和 一 个 给 定 的 方向 PA ， 都 存在 一 个 全 空间 VV 
的 保 长 对 合 变换 s(P4):， V 一 V， 它 使 得 所 有 过 P 点 而 且 和 PA 
垂直 的 直线 固定 不 动 ( 即 其 中 每 点 都 不 动 ), 但 是 使 得 PA 变 成 它 
的 反方 向 PA 。 这 就 是 以 过 PP 点 的 PA 的 垂 面 为 定点 有 的 反射 对 
称 ， 如 图 6.1 所 示 。 


图 6.1 


几何 学 的 进化 历程 ， 大 体 上 来 说 ， 是 先 从 实践 经 验 总 结 而 得 
一 系列 简单 而 且 基 本 的 空间 性 质 ， 也 可 说 就 是 将 我 们 在 空间 中 
观察 活动 的 经 验 加 以 分 析 归 纳 而 得 的 几何 常识 。 这 种 几何 可 以 称 
之 为 “实验 刀 何 ”. 在 古 希 腊 时 代 ， 开 始 把 日 益 增 多 的 实验 几何 知 
识 改 用 逻辑 推理 加 以 比较 分 析 ， 精 炼 组 织 ， 经 过 耕 希 腊 几 何 学 家 
三 、 四 百年 的 钻研 和 探讨 ， 建 立 起 初步 完整 的 “推理 几何 学 ”, 这 
不 单单 是 几何 学 的 重大 进步 ， 它 也 是 整个 人 类 的 理性 文明 史上 的 
一 个 突破 ， 是 人 类 社会 一 个 辉煌 的 里 程 碑 。 长 话 得 说 ， 几 何 学 的 
研究 的 自然 趋势 是 从 定性 的 层面 逐渐 向 定量 的 层面 推进 。 例 如 三 
角 学 就 是 把 三 角形 的 研究 ， 从 恒 等 、 相 似 的 论证 ， 提 升 到 能 够 有 
效 地 进行 计算 的 角 边 之 间 的 定量 关系 。 但是， 要 把 整个 几何 学 的 
研讨 全 面 数 量化 ， 建 立 起 我 们 现在 所 郊 知 常用 的 解析 几何 学 ， 则 
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还 有 待 于 十 六 世纪 才 发 展 起 来 的 代数 学 的 促 进 ( 十 六 世纪 末 维 特 
(Francois Viete) 所 著 的 《代数 学 》 启 发 了 科 卡尔 (Rene Desca— 
rtes) 和 费 尔 玛 (Pierre de Fermat) ,使 他 们 想到 可 以 用 新 兴 的 代 
数学 ， 作 为 定量 地 研讨 几何 学 的 有 力 工 具 ， 从 而 创立 了 “解析 几 
何 学 ”)。 

解析 几何 学 中 常用 的 一 个 基本 方 靶 就 是 把 空间 坐标 化 ， 亦 即 
在 空间 中 选取 坐标 系 ， 从 而 把 所 要 研究 的 几何 问题 归于 在 选取 的 
坐标 系 中 所 涉及 的 坐标 的 计算 来 加 以 解答 。 在 这 里 ， 我 们 要 提请 
读者 注意 下 述 两 点 : 

1)》 从 方法 论 上 来 看 ,坐标 系 的 选取 ， 乃 是 用 来 把 几何 问题 的 
研讨 归于 相应 的 数量 问题 的 计算 的 一 种 手段 ， 坐 标 系 本 身 并 没有 
内 在 的 几何 意义 。 换 名 话说， 任何 具有 内 在 的 几何 意义 的 事物 ， 
例如 长 度 、 角 度 、 面 积 、 便 等 、 相 似 等 等 是 显然 应 该 和 坐标 系 的 
选取 无 关 的 ! 其 实 ， 还 可 以 反 过 来 说 ， 一 个 和 坐标 系 选 取 无 关 的 
事物 也 就 具有 内 在 的 几何 意义 ! 

2〉 从 概念 上 来 分 析 ， 释 合 公 理 所 描述 的 空间 对 称 性 也 就 是 
空间 结构 的 与 齐 性 (homogeneity) 的 一 种 具体 表现 。 换 名 话说 , 整 
个 空间 在 结构 上 是 非常 匀 齐 的 。 在 空间 之 中 的 任何 两 个 点 ， 任 何 
两 条 直线 ， 任 何 两 个 平面 都 是 居于 平等 地 位 的 。 改 用 变换 群 的 术 
语 来 说 ， 都 是 在 空间 的 保 构 (structural preserving) 变 换 之 下 可 
以 互相 变换 者 。 但 是 ， 在 选取 坐标 系 这 个 过 程 中 ， 训 无 疑问 地 是 
在 搞 “ 特 殊 化 ”. 原 点 、 坐 标 轴 等 都 是 属于 特殊 地 位 的 点 和 直线 。 
这 岂 不 是 “破坏 ”了 空间 中 最 基本 的 匀 齐 性 ? 我 们 要 如 何 才能 一 
方面 达成 坐标 化 、 数 量化 ， 而 另 一 方面 又 保有 空间 的 匀 齐 性 呢 ? 
另 一 种 提 法 是 : 在 用 坐标 化 研讨 几何 问题 时 ， 空 间 的 匀 齐 性 应 访 
如 何 去 描 述 ， 去 运用 呢 ? 上 述 这 个 问题 的 解答 就 是 ， 空 间 的 匀 章 
性 在 坐标 化 之 下 的 描述 方式 就 是 任何 两 个 正 交 坐标 系 都 居于 平等 
地 位 。 因 此 空间 的 匀 齐 性 在 解析 几何 的 研讨 中 的 用 法 就 在 于 灵活 
运用 坐标 变换 ! 
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总 结 上 述 二 点 分 析 ， 就 可 以 看 到 坐标 变换 在 解析 几何 学 中 的 
基本 重要 性 。 甚 至 于 可 以 说 ， 解 析 几 何 学 所 研究 的 对 象 ， 也 就 是 
在 正 交 坐标 变换 群 的 作用 之 下 保持 不 变 的 事物 ! z 

设 (O; ez,6y,6z) 和 (CO 3 Ez! ,6y' ,6z') 是 空间 的 两 个 正六 
和 办 和 款 系 ， 则 在 空间 上 存在 一 个 唯一 的 平移 (translation)， 它 把 坐 
标 系 (05 ezyeyyez) 平 移 到 坐标 系 (0/8 eryevyyez)。 然 后 在 空 
间 上 存在 一 个 以 0 为 定点 的 正 交 变换 ， 把 esry2z 分 别 映 象 到 
ez' ,ey! yez' 。 所 以 ,从 解析 几何 的 观点 来 看 ， 空 间 的 两 个 正 交 坐 
标 架 之 问 ， 一 定 有 唯一 的 一 个 保 构 变 换 ， 把 其 中 一 个 正 交 坐标 架 
变换 到 另 一 个 开交 坐标 架 。 而 且 ， 这 个 保 构 变换 可 以 唯一 地 分 解 
为 一 个 平移 和 一 个 正 交 变换 的 组 合 。 反 之 ， 我 们 任 取 一 个 正 交 从 
标 架 (0O; ez,2yyez)， 则 它 在 一 个 给 定 的 保 构 变换 之 下 的 象 当 然 
还 是 一 个 正 交 坐标 架 。 这 也 就 充分 地 说 明了 正 交 坐标 系 和 空 交 的 
保 构 变换 群 ( 亦 即 自 同 构 群 ) 之 间 的 密切 关系 。 

总 结 上 面 对 于 欧 氏 空间 的 保 构 变换 群 的 分 析 ， 我 们 可 以 从 保 
构 变换 群 的 观点 来 描述 ” 维 欧 氏 空 间 三 "如 下 : 

令 G 为 E" 的 自 同 构 群 ,，T 是 由 BE” 的 所 有 平移 组 成 的 子 群 ， 
PEE"* 是 空间 的 任 一 给 定 的 点 ，Gzp 是 G 中 使 得 PP 点 固定 不 动 的 宠 
点 子 群 ， 则 可 以 由 李 群 的 观点 描述 如 和 下: : 

1》 Ts22R， 基 天 为 nn 维 可 换 单 连通 李 群 ， 也 就 是 R" 的 加 法 
群 。 

2) Gp 加 O(n)， 即 Gp 为 1 阶 正 交 群 ,也 就 是 7 阶 正 交 方 阵 的 

3) 工 是 G 的 一 个 正规 子 群 ， 而 且 T 在 E" 上 的 作用 是 单 可 递 
的 (simpliy transitive) 。 

4) G 对 工 的 商 群 与 O(n) 同 构 ， 即 

G/T2O(n)., 
从 而 可 以 把 BE "看 作 C 对 O(n) 的 左 傍 集 空间 (Ueft coset space)、 
妈 ] 
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= G/O0(n), 
5) 二 二 员 欧 民政 何 学 的 论证 之 中 | 扮演 着 重要 角 色 的 反射 
对 称 乃 是 G 中 的 一 种 特别 简单 的 “对 合 ” 元 素 (inyolutive ele- 
mente, an element of order 2)。 但 是 它们 业已 构成 G 的 一 组 生 
成 元 。 


2。 常 曲率 空间 与 正 交 群 


“几何 学 ”这 个 名 词 译 自 希 腊 文 的 “Geometry”， 其 原 义 为 
“ 测 地 之 学 ”由 此 可 见 ,在 古代 几何 学 家 的 心目 中 ,是 把 平面 几何 
学 当知 “地 面 ” 几何 学 来 探讨 的 ， 虽 然后 来 逐渐 地 认识 到 人 类 所 
居住 的 大 体 上 乃 是 一 个 球体 。 因 此 比较 确切 的 “地 面 ” 几 何 学 应 
该 是 球面 几何 学 ， 而 不 是 平面 几何 学 。 但 是 当 我 们 的 活动 范围 和 
地 球 的 半径 相 比 起 来 还 是 非常 小 的 情况 之 下 ， 平 面 和 这 样 一 个 大 
半径 的 球面 上 一 个 相当 小 的 局 部 相差 极 微 ， 所 以 平面 几何 依然 是 
讨论 地 面 几何 问题 的 一 个 简单 实用 的 近似 模式 (Approximate 
iodel) 。 但 是 随 着 人 类 活动 范围 的 扩张 ， 航 海 、 航 空 的 发 展 ， 球 
面 几 何 学 当然 就 成 为 一 门 必要 的 学 问 。 从 基本 性 质 来 看 ， 球 面 和 
平面 其 实 是 有 很 多 相同 之 处 的 。 例 如 ， 球 面 上 的 大 圆 和 平面 中 的 
直线 就 是 相同 的 事物 ， 它 们 都 是 最 短 通 路 。 再 者 ， 平 面 上 最 简单 
而 且 最 基本 的 对 称 性 是 平面 对 于 其 中 任 给 一 条 直线 成 反射 对 称 。 
而 球面 也 是 对 于 其 中 任 给 一 个 大 图 成 反射 对 称 的 ! 假如 改 用 古老 
的 登 合 公理 的 术语 来 说 , 则 球面 和 平面 具有 完全 同样 的 八 合 公理 。 
亦 即 球面 几何 学 中 ， 大 贺 圆 狐 ， 大 图 类 角 和 球面 三 角形 的 从 合 条 
件 依然 分 别 是 等 长 、 等 角度 和 S.A.S. 对 应 相等 ! 把 上 述 球 面 三 角 
形 的 琶 合 性 质 加 以 数量 化 ， 即 有 球 面 三 角 学 (spherical trigono- 
metry) 。 球 面 三 角形 的 正弦 定理 和 余弦 定理 则 是 整个 球面 几何 学 
的 精 要 所 在 ， 

接着 让 我 们 简要 地 谈 一 谈 平行 公理 和 非 欧 几 何 学 (non-euc- 
Jidean Geometry) 的 发 现 。 在 欧 儿 里 德 (Euclid) 的 名著 《几何 
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原理 》C(《Elements»》) 里 ， 他 采用 下 述 第 五 公设 来 描述 平面 上 的 “ 平 
行 性 质 *(Parallelism) ,通常 称 之 谓 欧 氏 平 行 公理 。 

欧 氏 平行 公理 (Parallel Axiom of Euclid) 设 共 面 的 两 务 
直线 癌 ,!: 和 另 一 条 直线 ! 相交 (如 图 6.2)， 若 有 同 侧 的 两 个 交角 


到 6.2 


之 和 小 于 一 平角 ， 则 直线 ,1 必定 相交 于 该 侧 。 

这 个 公理 叙述 的 是 平面 的 一 个 基本 特性 :也 是 欧 氏 几何 学 在 
论证 三 角形 内 角 和 定理 ， 相 似 三 角形 定理 等 的 基点 。 但 是 自 欧 几 
里 德 的 名 著 《 几 何 原 理 》 问 世 以 来 ， 近 二 千 多 年 的 众多 后 学 ， 对 
于 欧 氏 几何 体系 之 中 的 其 它 公 理 的 “不 证 自明 性 ?都 能 欣然 接受 ， 
唯 狼 对 平行 公理 感到 不 自在 ， 每 每 穷 毕生 之 力 ， 劳 神 苦 思 ， 务 必 
证 之 而 后 快 ! 因此 ， 平 行 公理 的 探讨 ， 也 是 对 于 欧 氏 几何 学 研究 
得 最 多 、 最 久 的 “疑难 ”和 焦点 。 经 二 千 多 年 的 探讨 ， 终 于 在 十 
九 世 纪 初 由 鲍 耶 (Bolyai) 和 罗 巴 契 夫 斯 基 (Lobachevsky) 各 自 
独立 地 发 现 了 非 欧 几 何 学 (non-euclidean Geometry)! 究竟 什么 
是 非 欧 几何 学 呢 ? 简要 地 说 ， 非 欧 几 何 学 所 研究 的 空间 ， 除 了 平 
行 公理 不 成 立 之 外 , 它 满足 欧 氏 空间 所 有 其 它 的 公理 。 换 名 话说 ， 
“ 非 欧 空 间 ” 有 别 于 “ 欧 氏 空间 ”之 唯一 的 差异 就 在 于 后 者 满足 平 
行 公理 ; 而 前 者 则 不 满足 平行 公理 ， 其 它 种 种 基本 性 质 都 是 完全 
一 致 的 ! 例如 非 欧 空间 也 是 对 于 任 给 平面 成 反射 对 称 的 .同样 的 ， 
一 个 非 欧 平面 则 是 对 于 其 中 的 任 给 直线 成 反射 对 称 的 。 改 用 公理 
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的 描述 法 ， 则 是 非 欧 几 何 学 也 有 和 欧 氏 几何 学 完全 一 样 的 登 合 公 
理 。 鲍 耶 和 罗 巴 契 夫 斯 基 的 划时代 的 创见 就 是 不 但 肯定 了 这 种 非 
欧 空 间 的 存在 性 ， 而 且 还 建立 起 非 欧 空间 的 三 角 学 ， 从 而 黄 定 了 
以 解析 的 方法 研讨 非 欧 几何 学 的 基础 。 

欧 氏 空间 、 球 空间 和 非 欧 空间 是 古典 几何 中 三 种 极为 重要 的 
基本 几何 模式 。 它们 的 共同 的 特点 就 是 ， 它 们 都 满足 同样 的 三 个 
登 合 公理 。 改 用 变换 群 的 术语 来 说 ， 也 就 是 它们 都 是 对 于 任 给 一 
点 上 的 任 给 一 个 方向 成 反 射 对 称 。 换 名 话说， 设 M" 是 一 个 1 维 
黎 受 空间 , G 是 M" 上 的 所 有 保 长 变换 所 构成 的 群 ， 亦 即 是 M" 的 
自 同 构 群 。 对 于 M? 中 任 给 一 点 P， 令 Gp 是 M" 上 所 有 使 得 P 拟 
固定 不 动 的 保 长 变换 所 构成 的 子 群 ， 则 上 述 登 合 公理 或 反射 对 称 
性 的 变换 群 描述 也 就 是 ， 对 于 任 给 PEM"，Gp 吕 0 )。 亦 即 空 
闻 M" 对 于 其 中 的 每 一 个 点 的 定点 保 长 变换 群 都 是 ( 极 大 可 能 的 ) 
n 阶 正 交 群 ! 反之 ， 我 们 不 难 证 明 ， 任 何 满足 条 件 CrS2O(Cn)， 
PE M?* 的 黎 曼 空间 必定 和 欧 氏 空间 、 球 空间 和 非 欧 空间 中 的 一 个 
同 构 ( 详 见 项 武义 著 《 古 典 几何 学 讲义 》)! 


8 3 李 群 和 对 称 空间 


1。 黎 曼 流 形 与 对 称 空间 


设 M? 是 一 个 全 维 黎 受 流 形 (Riemannian Manifold)， 亦 即 
M* 可 以 用 相 容 的 局 部 坐标 系 加 以 覆盖 ， 而 且 M? 上 的 平滑 曲线 的 
弧 长 元 素 可 以 用 局 部 坐标 系 表 成 下 述 正定 二 次 微分 形式 : 


多 
(24) ds* = >, g1i(x)dxidx; 
sj73=1 


概括 地 说 ， 一 个 7 维 歼 曼 流 形 也 就 是 一 个 在 无 穷 小 的 层次 上 ， 以 
n 维 欧 氏 空间 为 其 局 部 的 典型 的 空间 模式 (locally infinitesimally 
euclidean) . 在 欧 氏 空间 之 中 ， 最 简单 而 且 基本 的 几何 量 就 是 其 中 
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任 给 一 条 曲线 的 返 长 元 索 ， 阁 用 平 直 的 第 氏 坐 标 系 来 表达 ， 尼 环 


征 


(25) ds2 = D>, (dxi;)?. 


若是 用 更 具 一 般 性 的 局 部 曲线 坐标 系 (3 IJ 来 表达 ,也 就 
是 下 述 正定 二 次 微分 形式 : 

/ 2 2 < < OXi 1 2 
C25’) ds = > cdxbD):- (Pav) 


i 1 


人 
= >, giidyidy;, 
i»4=1 


dX OX 

其 中 2 3 91 
由 此 可 见 ， 当量 流 形 也 就 是 这 样 一 种 空间 模式 ， 在 其 中 ， 曲 线 的 
法 长 元 素 这 个 最 简单 而 且 基 本 的 几何 量 上 ， 和 欧 氏 空间 一 样 可 以 
表 成 正定 二 次 微分 形式 。 : 

我 们 也 可 以 用 切 空 间 的 概念 ， 来 把 上 述 歼 受 流 形 和 欧 氏 空间 
之 间 的 密切 关系 说 得 更 加 明确 些 ， 设 4 是 M" 中 任意 取 定 的 一 点 ， 
它 在 某 一 局 部 坐标 系 Gz) = (xxzx 之 中 的 坐标 为 (a) = 
《aa yan) . 令 了 AM4 是 M "在 4 点 的 切 空间 ，9 3: 《2 + €) 
一 >M"，1<i<n 是 下 述 参 数 曲 线 : : 

Vi(t) = (41," sds isar Ftd dn) 

于 是 9， (分 别 是 过 4 点 的 J 条 毕 标 时 线 ; 它们 在 A 点 的 切 向 量 构 
成 TM3 中 的 一 组 基 ， 通 常用 符号 


3 
表 之 。 对 于 这 样 一 组 基 ， 我 们 可 以 用 下 述 正定 二 次 形 OQ: 


《26) o(2r, 3 (4))= > gi jCANES LI 
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把 TM3 吃 R" 定 义 成 一 个 欧 氏 度量 空间 ,不 难看 到 当 所 有 1*, -ai| 
i) 都 很 小 时 ， 上 述 欧 氏 空间 的 度量 和 M". 上 的 度量 是 
相差 极 微 的 。 简 要 地 说 ， 上 述 欧 氏 切 空间 就 是 黎 曼 空间 M" 在 A 点 
邻近 的 度量 性 质 的 “线性 逼近 ?” (linear approximation) 。 

由 上 面 这 一 小 段 简略 的 介绍 ， 可 以 看 到 黎 曼 流 形 乃 是 一 种 很 
自然 而 且 范 围 非 常 广泛 的 空间 模式 。 黎 曼 流 形 的 实例 是 非常 繁复 
多 样 的 ， 因 此 在 研究 黎 曼 几何 学 时 ， 就 特别 要 注意 问题 和 研讨 范 
围 的 选择 ， 力 求 做 到 人 恰到好处。 例如 在 黎 曼 流 形 种 种 实例 之 中 ， 
上 一 节 所 介绍 的 常 曲率 空间 和 本 节 所 要 讨论 的 对 称 空间 ， 虽 然 都 
是 十 分 特殊 的 实例 ， 但 是 对 于 它们 的 几何 性 质 的 研讨 反而 特别 重 

二 要。 因为 它们 是 特别 美好 的 黎 曼 流 形 ， 其 结构 自然 地 和 数学 的 其 
它 领 域 紧密 地 连 系 在 一 起 。 其 实 ， 黎 曼 几 何 学 研究 的 重点 并 不 在 
于 黎 曼 流 形 结构 的 一 般 性 的 讨论 ， 而 是 在 于 各 种 特殊 的 自然 黎 曼 
结构 和 种 种 基本 的 几何 性 质 的 研讨 。 

定义 ” 设 p 是 黎 曼 流 形 M" 中 的 一 个 点 。 车 存在 M" 上 光一 个 
对 合 保 长 变换 0p，M”->M"，o3= Ia， 使 得 p 是 它 的 一 个 孤立 的 
定点 ， 则 称 M" 对 于 ?成 中 心 对 称 ; cp 就 叫做 对 于 p 点 的 中 心 对 
称 ， XX 和 op 《XD) (XEM") 则 称 为 对 于 P 点 的 对 称 点 。 若 M ”对 于 
其 中 任何 一 点 Pp 皆 成 中 心 对 称 ， 则 称 M? 为 一 个 对 称 空间。 换 句 
话说 ， 对 称 空间 就 是 一 个 对 于 其 上 任何 一 点 p 都 成 中 心 对 称 的 蓝 : 
曼 流 形 。 : 

下 面 我 们 举 出 两 个 简单 的 例子 ， 然 后 讨论 一 般 的 对 称 空间 。 

例 1 7 维 欧 氏 空 间 E" 是 对 称 空间 .。 

事实 上 ， 设 p 为 8" 中 一 点 ， 则 op 可 定义 如 下 : V49EBEB"， 

0p(9) = 9’,， 
其 中 4,p,9 在 同一 直线 上 ， 且 49,9 在 Pp 的 异 侧 ， 满 足 
in9l =1p9 |， 
见 图 6.3。 显 然 ，0p 是 对 合 保 长 变换 ，P 是 ap 的 唯一 的 不 动 点 , 
因而 是 孤立 的 。 故 本 是 对 称 空间 。 
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图 6.4 


例 2 设 $S"! 是 7 维 欧 氏 空 间 E" 中 的 一 个 单位 球面 ， 则 S"-! 
是 一 个 对 称 空 间 。 

事实 上 ， 设 p 为 S" 1: 中 任 一 点 ， 则 cp 可 定义 如 下 ， 设 4 为 
S" ”中 另 一 点 ， 过 p;4 有 S" 的 唯一 的 大 圆 C。 在 C 上 可 取 9 ， 
使 90,4' 在 Pp 的 蜡 侧 且 4P 与 947 的 长 度 相等 。 令 


0p(gq)=9,， 


网 图 6.4。 显 然 ，ap 是 对 合 保 长 变换 ， 且 cp 的 定点 为 p 与 pl， 因 
而 p 是 cp 的 弧 立 定点 。 所 以 S" 是 对 称 空间 。 

接着 ， 我 们 要 用 黎 曼 几何 学 中 几 个 常用 的 -一 般 性 基本 知识 来 
分 析 对 称 空间 的 结构 。 为 此 ， 我 们 先 列举 黎 晕 流 形 的 几 个 基本 事 
人 实 : 
1) 在 一 个 黎 曼 流 形 之 中 ， 最 简单 、 最 基本 的 当 首 推测 地 线 。 
测 地 线 是 欧 氏 空间 中 的 直线 段 的 自然 推广 。 测 地 线 乃 是 黎 曼 流 形 
之 中 ， 局 部 的 最 得 通路 。 一 个 大 家 熟知 的 例子 为 球面 上 的 大 圆 圆 
昕 。 

2) 设 p,94 是 一 个 连通 黎 曼 流 形 M?* 中 的 任 给 两 点 。 很 自然 地 ， 
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我 们 可 以 把 所 有 连结 Pp,4 两 点 的 曲线 段 的 弧 长 的 最 大 下 限定 义 为 
p， 4 了 郑 点 之 间 的 距离 ， 通常 以 符号 4(p,9) 表 之 。 这 样 一 来 ， 我 们 
就 可 以 在 M" 上 建立 起 一 个 由 黎 曼 结构 衍生 而 得 的 度量 空间 的 结 
构 。 例 如 .上 面 这 样 定义 的 距离 ， 显 然 满 足 “ 三 角 不 等 式 ”， 
d(p1, D2) + 4d(p2, Pp3) dp1, Ps)。 

3)》 在 度量 空间 X 中 点 列 {pssaE 六 )} 收 你 于 某 一 定点 &( 即 以 a 
为 其 极限) 的 必 要 条 件 是 它 满 足 通 当 的 柯 西 (Cauchy) 条 件 ， 亦 
即 对 于 任 给 2 宝 0， 恒 存在 一 个 足够 大 的 N， 使 得 当 m,n 之 NN 时 ， 

z : 4(pnypn)< 一 E。 

假如 上 述 柯 西 条 件 也 是 X 中 点 列 之 极限 点 存在 的 充分 条 件 ， 则 称 
X 是 一 个 完备 的 度量 空间 。 若 一 个 黎 曼 波形 M" 对 于 其 上 的 度量 
结构 来 说 是 完备 的 ， 则 称 之 请 完备 黎 曼 流 形 .。 

再 者 ， 在 Hopf-Rinow[4] 中 ， 证 明了 一 个 黎 曼 空 间 M" 是 完 
备 的 一 个 充 要 条 件 是 M"* 中 的 任何 一 条 测 地 线 都 可 以 无 限 地 延伸 ， 
而 且 古 一 个 完备 的 歼 竖 流 形 M? 之 中 ， 任 给 两 点 之 间 恒 存在 一 条 

最 得 通路 ， 它 当然 是 连结 这 两 点 的 一 条 测 地 线段 。 

4) 在 黎 曼 儿 何 学 中 有 了 两 个 密切 相关 的 一 般 性 基本 结 构 ， 岂 
; 故 平 行 移动 与 协 变 微分 (Parallelism and covariant differentia- 
iion)。 效 简 述 如 下 : 

由 于 从 本 质 上 来 说 ， 两 者 都 是 局 部 性 事物 ， 所 以 我 们 不 妨 把 
折 要 描述 的 事物 局 限 到 M” 上 的 一 个 局 部 坐标 系 中 来 讨论 。 设 U 
是 M" 上 Po 点 的 一 个 邻 域 ，(X) = (Xi,X2,"… ,Xn) 是 其 上 选 定 的 一 个 
局 部 坐标 系 。 在 这 个 局 部 坐标 系 中 ，M?" 的 局 部 歼 曼 结 构 可 以 由 
下 述 绝 长 元 素 加 坟 表 达 ， 即 


(27) ds? = 3 gij(X)dx,dx,。 
is j—1 
当 我 们 把 上 述 坐 标 系 中 的 n -1 个 坐标 值 取 定 ， 而 只 让 其 中 之 


一 ,如 ;变动 ,这 样 所 得 的 参数 曲线 叫做 它 的 第 j 个 坐标 曲线 族 。 
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A ~ = Lr Ee! 1 Ye ， d 一 站 
在 每 点 的 切身 量 构 成 U 上 的 一 个 向 量 场 ,通常 用 符号 -一 表 之 、 
| J 


9 
并 用 让 -(P ) 表 示 它 在 点 所 取 的 切 向 量 。 容 易 看 到 { 5 (P); 


1<j<n ] 构 成 切 空间 TM3,pEU 的 一 组 基 ， 由 此 可 见 ,任何 一 个 
定义 在 U 上 的 向 量 场 XxX， 都 可 以 表达 成 


(28) x (m= > C3(p) 3 (P)， 
了 一 
亦 即 
3 
X = 之， 


其 中 从;;1 声 j 之 n} 是 U 上 用 以 描述 向 量 场 X 的 7 个 函数 。 设 X,Y 

是 两 个 定义 在 U 上 的 向 量 场 ， 

(29) = De Y = 7 ， 
j=1 / 


和 ， 
j=1 0x) 


则 有 下 述 插 积 和 逐 点 求 内 积 所 得 的 函数 : 


[X,Y]= > (1 一 5 


(30) : 
9(X,Y) 一 > gn0; =<X,Y>。 


我 们 首先 讨论 ， 
协 变 微 分 “从 运算 的 观点 ， 协 变 微 分 也 就 是 在 欧 氏 空 间 三 ” 
上 的 向 量 场 的 方向 微分 在 黎 曼 流 形 的 架构 中 的 自然 推广 。 因 此 ， 
我 们 先 温 习 一 下 欧 氏 空间 的 向 量 场 的 方向 微分 所 满足 的 “运算 
律 ?， 然 后 再 看 一 看 在 一 般 的 黎 曼 波形 中 ， 是 否 还 存在 具有 同样 
的 运算 律 的 “微分 运算 ”? 
分 析 在 熟知 的 欧 氏 空间 E" 中 ,我 们 可 以 取 一 个 第 氏 坐 祭 系 
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{90x05*,x0)j， 则 [3 1 和 所 是 E* 上 个 到 处 正 交 的 平 
Xj 
行 向 量 场 。 通常 用 符号 (1,… 表示 向 量 场 ， 


x= a 
设 多 一 (C1 2s ,Cn), Y= CH sioy"® ,Tn) 是 五 ” 上 的 两 个 任 给 
问 量 场 ， 则 可 以 用 五 "中 对 了 分量 的 方 网线 分 米 定义 对 于 XX 的 
“方向 微分 ” ， 亦 即 


(31) VxY = 3 


- (Sr 97 1 De Dea). 


不 淮南 上 这 分量 计算 公式 ， 直 接 星 证 上 面 这 种 "上 的 向 量 场 的 
“方向 微分 2 满足 下 述 性 质 : 
ViX + XI =fiVx,Y + fiVx,Y, 
Vx fiY i+ feY oe) = (XfDY, +fiVxY 
《32) + (Kf)Yet foVxYos 
VxY — VryX=[X,Y]. 
Vz(<X,Y>)=<VzX,Y>+ LX,VzY>, 
协 变 微分 就 是 上 述 E* 上 的 向 量 场 的 方向 微分 在 黎 曼 流 形 上 
的 一 般 性 推广 。 其 理论 根据 就 是 下 述 简单 的 基本 事实 。 
定理 2 ”在 一 个 任 给 的 黎 曼 波形 M"* 上， 唯一 地 存在 着 一 种 满 
足下 列 运算 定律 的 协 变 微分 ，， 
Vj xirTsxal 二 方 VriY+jfvxyr， 
Vx CfiY 1+ foY2) = (XIDYI +fiVxrY 
《32- ) t+ (Xf)Y, + foVxrY 4, 
VxY - VyX =[X,Y], 
Vz(<X,Y>)= <VzX,Y>+<X,VzYY>, 
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其 中 


<X,Y>=9(XY) = DD) gi iNje 


jij» j=] 
证 由 上 述 运 算 定律 ((32) 式 ) 即 得 
《33) 2Z(<X,YI) = 《VeX,Y>+ LX,VzY> 
=《VxZ,Y>+<X,Vzy>+t<LZ,X],Y>。 
将 上 式 中 的 X, 了 ,2Z 轮 换 , 即 得 另外 两 式 : 
(33’)  XCCY,Z>)=<VYrX,Z>+<Y,VxZ>+<[X,Y],Z>， 
(332 ) YZ,X>) =<VzY ,X>+<ZVYX7>+KLY ZX>。 
(33) + (337) - (33’)， 可 以 得 到 
(34) 2<X，Vzy>=ZGCX,Y>) + LZ LX,Y > 
+Y(<X,2>) + LY ,LX ,2Z]> 
-XCY,2>) -<X ,LY ,2Zj>, 
由 此 可 见 ， 我 们 根本 可 以 用 上 式 来 定义 VzY。 这 是 因为 上 式 太 
端 唯 一 地 确定 了 VzY 在 每 一 点 的 切 空间 中 的 取 值 ， 而 上 式 右 端 
好 都 是 只 用 到 歼 曼 结构 的 已 知事 物 ! 


例如 ， 当 我 们 把 X,Y,Z 分 别 取 为 5 让- 和 5 时， 即 可 由 
(34) 解 得 


. 名 
9 1] = 1! 2 
(35) 7 二 x)= Ts je 


其 中 7 由 下 述 关 系 式 所 唯一 确定 : 


办 
1 89,. 9239 99 ,3 
， 1 Ei jE oid 
(35’ ) 912T!; | 3z) ”3x， 9x, 上 


我 们 不 难 由 (35) 与 (35 ?来 直 技 定 义 协 变 微分 VzY ,然后 验证 算 
是 满足 运算 定律 (32” ) 的 ,这 也 就 证 明了 协 变 微分 的 存在 仁和 唯一 
性 。 | 

下 面 我 们 转 而 讨论 
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平行 移动 ”我 们 仍然 假设 5 是 黎 曼 流 形 M "的 一 个 坐标 邻 域 、 
其 上 坐标 系 记 为 (x) = (xxz…yxn)。 再 设 ，U 中 一 条 给 定 的 参 
数 曲 线 7(GbD ,iE [a,b]( 即 7，[a,bJ->U) 的 局 部 坐标 是 
(X(t), Xx2t) ,Xn Ct)), 


则 yy 在 YCt》 点 的 可 站 于 加 全 
(36) p(t) = 
其 中 和 
it) = HD., 


王者 ， 设 广 是 一 个 定义 在 Y 上 的 向 量 场 ， 它 在 7() 点 的 取 值 为 


(37) XD = He, C(t) -ETMY GD， 


j—1 
出 可 用 上 信 协 变 生 分 定 双 XD 沾 产 则 线 7CD 的 抄 分 如 下 ， 
(38) DD,X()= VY;. Xt) 
-P(e £)+ > I jx tS Ct) ja 


定义 ”定义 在 y 上 的 向 量 场 X(5D ,者 满 息 
D, X(t)=0, 


则 称 X( 纪 是 治 东 ?7 平 行 的 
换 句 话说 ，X() 沿 ?平行 ， 即 (1) = 54 4D 地 中 的 《分 


量 ?”{ (bb， 1<i<n} 满 足下 述 微分 方程 系 : 本 
(38') 了 吕 + Dr x (DEs(D) =0, 1<k<n， 


其 路, j,* x (都 是 随 着 M" 中 参数 曲线 7 的 给 定 而 确定 的 上 的 函 
数 。 所 以 微分 方程 蒜 (38' ) 乃 是 一 组 ”元 一 阶 线性 微分 方程 。 它 
的 解 是 由 其 初 值 所 唯一 确定 的 " 维 向 量 空间 ， 换 句 话 说， 在 ?上 的 
平行 向 量 场 构成 一 个 " 维 向 量 空间 。 而 且 它们 在 超 点 yb 的 计 值 ， 
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就 是 一 个 自然 的 向 量 空间 同 构 。 令 兄 CM?" 7) 是 由 所 有 沿 着 /平行 
的 疝 量 场所 构成 的 向 量 空间 ，7Y (ti ) 是 曲线 上 任 给 一 点 ， 则 有 问 量 
空间 的 同 构 映射 E(t1) ( 见 下 图 )， 


CM"1)) Ee 1 Ms,) 
山 山 
X XCt) 


再 者 ， 设 Y(t,) ,7(t) 是 ?上 的 任 给 两 点 ， 则 有 同 构 映 射 


At TM7 ct >TM? ce 
是 保 长 的 ， 而 使 下 述 图 解 是 可 换 的 。 


CM",Y) t,t, ts) 


TMy(#) 


亦 即 
| E(ts) = fy (tt) E(t), 


全 CCX ,YN0, VXOYD EFM',Y). 


定义 映 象 / yti;ts) 称 为 M4" 上 洛 着 7? 由 YD) 到 Y(t2) 的 平行 
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移动 。 

有 了 上 面 关于 Riemannean 流 形 的 基本 事实 1) 一 4) ,我 们 可 以 
来 讨论 对 称 空间 的 一 些 几 何 性 质 了 。 

定理 5 设 M 是 一 个 对 称 空间 ，GCM) 是 M 的 保 构 变换 群 ， 
则 

1)》 M 是 一 个 完备 的 歼 曼 流 形 ， 

2) AM 是 一 个 齐 性 空间 ， 亦 即 GCM) 在 M 上 的 作用 是 可 递 的 

《tramnsitive)。 

3) 设 K 是 使 得 某 一 取 定 的 基点 po&€ M 不 动 的 保 构 变 换 子 群 ， 
则 丘 是 CCM7 的 一 个 紧 教 子 群 ， 面 且 是 一 个 李 群 。 - 

4) 对 于 M 中 任 给 一 条 测 地 线 Y，R->M (我 们 约定 以 弧 长 为 
其 参数 ) ,都 存在 CCM) 中 的 唯一 的 一 个 单 参数 子 群 ry: R -~GCM)， 
满足 下 列 条 件 ， 

的 《7 如 二 六 (二 十 大 )， 
dogy (t) | rawy ct = Hr tet t+to), 


注 有 一 个 一 般 性 的 Myers-Steenrod 定理 [9], 它 证 明了 任何 
一 个 黎 曼 流 形 的 自 同 构 群 ( 亦 即 其 保 长 变换 群 ) 恒 具有 自然 的 李 
群 结构 。 但 是 在 下 面 定理 3 的 证 明 中 将 不 引用 它 ， 也 不 依赖 它 ! 
其 实 ,我 们 还 可 以 由 3), 4) 得 到 GCM) 自然 地 具有 李 群 结构 。 换 名 
话说 ， 在 对 称 空间 这 一 特殊 情形 ， 上 述 Myers-Steenrod 定理 可 以 
有 一 个 简朴 的 直接 证 明 ( 本 章 习题 11) . 

证 1) 要 证 M 的 完备 性 ， 我 们 只 要 说 明 M 中 的 任何 一 条 测 
地 线 总 是 可 以 无 限 延伸 的 ， 设 Y，[4,5b]>M 是 对 称 空间 M 中 的 任 


意 给 定 的 一 条 测 地 线 。 取 e 二 二 Cb- 4)。 


设 s 是 M 对 于 YCb -6) 点 的 中 心 对 称 ， 则 7 和 se7 具 有 一 眉 长 
度 为 2 的 衔接 。 这 也 就 说 明 ?7 至少 可 以 延伸 长 度 为 -ae 一 2s 的 一 
段 (如 图 6.5 所 示 )。 这 也 就 说 明了 任何 测 地 线 总 是 可 以 无 限 延 健 
的 。 所 以 由 Hopf-Rinow 定 理 [ 妇 得 知 凡 是 完备 的 ! 
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7(45) 


7 中 二 一 ~ 


Ep ~ 


7(ay 


图 6.5 


2) 设 p,4 是 M 上 的 任 给 两 点 。 由 MM 的 完备 性 得 知 在 M 中 存在 

一 条 连结 p,4 两 点 的 最 短 测 地 线段 "，[0,4(p,9)]->M, 使 得 7(0) 
= piy(d(p,9)) =4。 令 s 为 M 对 于 7 上 的 点 7( 汉 4Cp,9) 的 中 心 对 
称 。 则 显然 有 

5s(p)=4, SC9q) =P。 
所 以 CCM) 在 M 上 的 作用 是 可 递 的 ! 即 M 是 齐 性 的 。 

3) 设 K 是 使 得 取 定 基点 ppE M 固定 不 动 的 保 构 变换 子 群 ， 
O(n) 是 TM9 ,的 保 长 变换 群 。 不 难看 到 天 中 的 每 个 元 素 都 是 由 
它 在 7TMp, 上 所 诱导 的 保 长 变换 所 唯一 确定 的 。 由 此 可 见 ， 

K —>0O(n) 


WU UD 


是 一 个 同 构 ， 而 且 K 的 “ 像 了 是 OCn) 的 一 个 闭 子 群 。 因 此 ，K 本 
身 是 一 个 紧 致 子 群 ， 而 且 是 一 个 李 群 。 
4) 设 7，R->M 是 M 中 的 一 条 测 地 线 ( 其 参数 为 统 长 )。 我 
们 暂 以 s :表示 MM 对 于 YQ) 点 的 中 心 对 称 。 设 X (4) ,iELii,tsj] 是 定 
义 在 Y《[Lt1,t2]) 上 的 任 给 平行 问 量 场 ， 则 
ss XU) = X’ (2 ~t) 


就 是 定义 在 7([25 ~ t,t1]7 上 的 平行 问 量 场 ， 且 
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买 / (t1) =Ss X(t) = 一 (+)， 
如 下 和 面 图 6 .6 所 示 。 


2t—t» 


由 此 可 见 ， 
《39) ss, X (bz) =X/ 《211 — t,) 


= A yt,2t ~ ts)(— XH)) 

= A (28 -to) Ay fost) — X(t)) 

= ~ /yls, 2ti ~ ta) X(t), 

换 句 话说 ， 在 中 心 对 称 s; ,之 下 互相 对 应 的 两 个 切 向 量 X(t,) 和 
“(2t 一 t2)， 其 关系 是 沿 着 7?([t。,2t, 天]) 平 行 移动 之 后 理 反 向 。 
因此 ， 两 个 这 样 的 中 心 对 称 的 组 合 


(40) Py (ti) = 5 “30， 志和 所 尽 
2 
就 是 满足 下 述 两 点 的 保 长 变换 ， 
Py (t1) y(t,) 三 yt, + fz7， 
/ t,t ER, 
(40 ) [ap | rw， (¢ ») = /yz ti + ts), 1 


由 (C40) 不 难看 出 ，9y (5 .97 C61) 和 ?yti + 二) 都 是 满足 下 述 条 件 
的 保 长 变换 
y Py Ct) epy (tT Yt,) =y(t +t +t), 
(40 ) ac cs py (Ct)) | THy (£,) = AP tasty +t +t2), 
Py t+ Vt) = Yt + +t,), 


(40 ) [dyy (i, + 的 ) | THMy (ty) = xj (ta 上 十 约 十 t2)， 
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由 此 可 见 | 
(41) py ti 9 Ct ) = y(t + )。 


换 名 话说 ， 
《41” ) 四 py RG(M) 


就 是 一 个 4) 中 所 求 的 单 参数 子 群 ! ) z 
推论 . 没 JECGOD 是 GCM) 中 的 一 个 任 给 元 案 ， 车 g (po) 半 po， 
令 d=d(po,9Cpo))， 则 必定 存在 一 条 适当 的 测 地 线 7， 使 得 
Py- de:9EK, 
证 显然 有 M 的 测 地 线 7Y, "使 得 Y(0) = ps,y(d) = 9g(po) 。 于 是 


Py 一 A = po， 
By,(— dg9EK. | 


2. 对 称 空间 与 李 群 - 


从 定理 3 及 本 六 习题 11 可 以 看 出 ， 对 称 空间 和 李 群 是 密切 相 
关 的 。 在 本 小 节 我 们 将 进 一 步 讨论 它们 之 问 的 关系 ， 以 得 出 更 深 
入 的 结果 。 首先 我 们 给 出 : 
定理 4 设 M 是 一 个 对 称 空间 ， po 是 其 上 任意 取 定 的 基点 ， Se 
是 M 对 于 基点 po 的 中 心 对 称 ，GCM) 是 M 的 保 构 变 换 群 ， 天 是 使 得 
po 固定 不 动 的 保 构 子 群 , 则 有 
1) MG(M)/K ,KK 是 一 个 紧 子 李 群 。 
2) 0，G(CM)>G(M) 定 义 为 
”oCg)=sg9s0, YI9EGM), 
出 go 是 GCM) 的 一 个 对 合 自 同 构 ， 
3) 令 FKo) 是 c 的 定点 子 集 ， 邑 
PF(c)={9gEGCOM)1c(9) = 9), 
又 以 F'o) 表 示 F(0) 的 单位 连通 区 ， 则 F(o) 和 F"'(0) 都 是 GCM) 
的 闲 子 群 ， 而 且 
F* (EKECF(O)., 
4) 设 9 和 R 分别 是 GCM) 和 K 的 李 代 数 ， 则 
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9=RPpP,， R=ker(do—-id), p=ker(do +id), 
5》 对 于 任 给 XEP,7(t) = 上 xptX(po) 是 MM 中 一 条 过 Po 的 测 地 
线 ， 而 且 ExpiX = ?y(t) C9y (4) 为 定理 3 中 所 述 的 GCM) 的 单 参数 
子 群 ) 。 四 
证 1) 从 定理 3 及 习题 11 知 GCM) 是 作用 在 M 上 的 一 个 可 递 
李 变 换 群 ，K 是 其 中 使 得 po 点 固定 不 动 的 定点 子 群 。 在 定理 3 的 
证 明 中 业已 说 明天 在 7TMe, 上 所 诱导 的 作用 是 0(2) 的 一 个 用 子 
群 ， 所 以 K 是 一 个 紧 致 率 群 ， 而 且 有 AMSCCM)/ 和、 再 者 ，VY5 
ECG(M),c(9) = 3o9gso 显 然 是 CCM) 的 一 个 对 合 自 同 构 。 由 此 易 见 ， 
它 的 定点 子 集 FF(O) 是 一 个 闭 子 群 ,因此 它 的 单位 连通 区 Foc) 也 
是 一 个 闭 子 群 。 
2) 设 1. KOCn) NIC) = dh|p, skEK, 这 是 一 个 自然 的 同 
1(S0) = — id € OOn). 
因此 ， 对 于 任 给 k EK， 和 皆 有 
iCsoks0o) = (~ id)i(k) (~ id) =1(k), 
亦 即 sokso =k, 
因此 KGF(0o) .再 者 ， 设 ExpiX 是 GCM) 中 一 个 满足 
so(ExptX)so = ExptX 
的 单 参 数 子 群 ， 亦 即 
CPP Xe - = su， vteR, 
从 而 有 
(42) soC(ExptX po) = ExptX .soBxpk —tX) (ExptX .po) 
- = ExptX .po, viER 
换 句 话说 ，{ExpiX pos 1S 4]} 是 一 个 包含 Po 的 so 的 定点 子 集 ， 但 
pp 点 是 so 的 一 个 弧 立 定点 ， 所 以 
ExptX'po=po, YtER, 
亦 即 ExptX EK。 这 也 就 证 明了 F"(0) 福 KK。 
3) 由 假设 及 上 面 1) 知 600，9->9 是 9 的 一 个 对 合 自 同 构 ， 所 
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以 
0=kBp, R=ker(do ~-id), p=ker(dg +id), | 
其 中 2) 的 证 明 开 已 说 明 k 就 是 K( 亦 即 F”(o)) 的 李 代 数 。 表 者 ,对 
于 XEp,ExptX 的 特征 性 质 就 是 
(43) so(ExptX)so = Exp(—tX). 
设 Xo 是 M 上 的 曲线 {ExptX (po) ;t ERR} 在 Po 尽 的 团 问 量 ，?Y 是 以 X。 
为 起 始 速度 向 量 的 测 地 线 ， 则 定理 3 中 所 作 的 


py C(t) =$ 4 So 
2 


显然 是 GCM) 中 满足 (20) 式 的 一 个 单 参数 子 群 。 因 为 


《44) Sogy (t)Sso = So0(Ss ; $0)S0= Sos ee 
2 2 


=9,(t) 1 = 9y(-t), 
反 此 ，ExptX=9y(t)， Y(t) =ExptX (po)。|」 
定理 4 充分 地 说 明了 对 称 空间 和 李 群 、 李 代 数 之 间 的 密切 关 
和 镁 。 由 此 即 可 把 对 称 空间 的 研讨 归于 对 某 一 种 特殊 的 李 群 与 李 代 
数 的 探讨 。 
定义 设 8 是 一 个 ( 实 ) 李 代数 ，o 是 它 的 一 个 对 合 自 间 构 ， 
4 对 0 有 分 解 ， 
《457 k = ker(a -id), 
p=ker(o +id), 
再 者 ,如 果 映 射 ad,:k->g[(p)， 
ad, (CX)*Y ={[X,Y], XEEk,YEP 
是 一 对 一 的 ， 而 且 p 上 有 一 个 ad,R 不 变 的 内 积 @， 亦 即 对 于 任 给 
XEk,，Y,ZEp， 有 z 
(46) : OO{X,Y],2Z) +O(Y,[X,Z))=0 
重 成 立 ， 则 称 (9,c,O) 为 一 个 正 交 对 合 李 代数 ， 
容易 看 出 ， 正 交 对 合 李 代数 (9,0,0) 有 下 述 两 个 性 质 ， 
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E 一 R 中 p， 


1) 设 8 的 中 心 为 CC(8)， 则 
Cg) Nk = {0)。 
2) 9 的 killing 型 在 k 上 的 限制 是 非 退 化 的 。 
事实 上 ， 若 XEC(9) nR， 则 对 于 任何 YEp， 有 
ad, CX)*Y=[X,Y]=0, 
那 ”ad,X =0。 
由 假设 X-~>ad,X 是 一 对 一 的 ， 故 知 X= 0。 
其 次 ， 由 于 8 是 紧 致 Lie 代 数 ， 而 Cad,9) 在 kh 上 的 限制 是 的 
一 个 线性 表示 ， 因 而 有 Ek- 不 变 内 积 。 于 是 a4X 的 矩阵 在 适当 的 基 
下 是 斜 对 称 的 ， 因 而 
B(X,X)<0, VXEKk, 
等 号 当 且 仅 当 adX =0， 即 XeEC(C9) 成 立 ， 因 此 X=0。 由 此 可 知 
已 |, 是非 退化 的 。 
下 面 我 们 给 出 正 交 对 合 李 代数 的 重要 实例 。 
例 1 设 M 为 对 称 空间 ，PnoE M ,GCM) 为 M 的 保 构 变换 群 ， 
K 为 使 Po 固定 不 动 的 保 构 子 群 ，9,& 分 别 为 GCM) ,KK 的 李 代数 ， 
c,do 如 定理 4 中 所 述 ， 财 有 ec 为 9 的 对 合 自 同 构 ， 且 
8=RODP, PS27 Ap， 
而 县 在 ?只 TMp。 上 的 内 积 0 在 K 的 作用 下 不 变 , 亦 即 对 于 任 给 Y ， 
ZEp,XEk， 毕 有 
(46“ ) OCAd ExptX*Y,Ad ExptX.:Z) 
= 人 @(Exp tadX*Y ,ExptadX .2Z) 


昌 =OCY ,Z)， Vti€ER. 
微 2 得 
OCLX ,YJ,Z) 十 QLY, LX,Z)0, 


由 此 可 见 (9,dc,O) 就 是 一 个 正 交 对 合 李 代数 。 
例 ? 设 (91,01,0;)，i=1,2 是 两 个 给 定 的 正 交 对 合 李 代 
数 ， 则 (9 中 go 中 oz,Qi 中 os) 也 是 一 个 正 交 对 合 李 代 数 ， 其 
中 
oD Xi Xa) = (OX1), GCCX2)D73 
207 


Ci 由 0:((Yi yi) (Zi1,22)) = O1CY1, 2Z1) + O02(Y;, 2:) 
分 别 是 9: 中 9: 的 对 合 自 同 构 及 pi 中 pz 上 的 直 和 内 积 。 显 然 ,Q 中 O: 
是 ad， ,@+。(k1DR2)- 不 变 的 。 

例 35 当 M.=E"* 是 n 维 欧 氏 空间 时 ，K = 0(n)。 此 有 时 有 
GM) LEON) eT™, 
9 = 0 DR" = RDp， 
其 中 T" 是 由 所 有 E” 上 的 平移 所 组 成 的 QCM) 的 子 群 ，R" 则 是 8 
中 的 一 个 子 李 代数 ， 所 以 满足 

z z rp,p]=0。 

为 此 ， 往 后 我 们 把 一 个 满足 Lp,p] = 0 的 正 交 对 合 李 代 数 称 之 为 欧 
氏 型 者 。 

下 面 ， 我 们 讨论 正 交 对 合 李 代数 的 结构 。 为 此 ， 我 们 先 作 一 
些 分 析 。 

分 析 

1) 设 (9,o,0) 是 一 个 给 定 的 正 交 对 合 李 代数 9g=khDp，BP 
是 9 上 的 Kiiling 型 ， 则 由 括 积 关系 


(47) | 


[Rk ,Rk 一 R， 

(48) | [kpiCp, 

[np,p. =Ek 
显然 有 

B(k ,P=0, 


再 者 ， 由 熟知 的 线性 代数 事实 ， 在 p 中 存在 一 组 Q- 正 交 基 
{Xi51<f<dimp = n}， 使 得 


(49) BODEIXi, DEIXE)= 之 12。 


p+={26X1;Ai>0}, 


| = {BEX ;1si = 0), 
Pp- ={281X1;41<0}, 


则 有 
b= po DP DP-。 


| nn n .| 
设 X= DXi,， Y= DXi， 则 有 
i=l t=1 


1 


(51》 B(xX,Y) = "a{B(X +Y,X+Y)-BC(X,X)—~ BOY,Y))} 
Nt 
t=1 
出 此 可 见 
有 (boy bp)=0， 
B sD-)》 = 
C52) (ho ,Pp-)=0, 
BOO,,P-) = 0， : 
Blpo,9) =0。 . 
再 由 B 在 k 上 限制 是 非 退 化 的 ， 即 有 
(53) po= {XEQ;BCX ,9 = 0). 
由 8 的 不 变性 及 (48) 式 易 见 7o 是 8 中 的 一 个 可 换 理 想 ， 亦 即 有 
(54) [9 ,bo Spbo， LPo,Po0.] = 0。 


2) 由 于 [pb,,p,],[pb-,p-],[by,?-]S[p,p]SR， 而 且 p yp- 
都 是 adR- 不 变 的 ， 因此 ， 对 于 任 给 也 外 R,XEpay 组 有 
有 (7,LX XXX])=BCLIT XXX-) = 0， 


亦 即 BCGE, Lp pbp-j) =0。 
注意 到 BI 十 韭 退 化 的 ， 故 有 
[Pp; ,pb-j = 0。 


令 k, = [pp+],R_ =[pb-,p-]， ko 为 R+ +R_ 在 R 中 的 正 交 补 。 
我 们 将 证 明 he, 及 -都 是 kh 中 的 理想 ， 而 且 R=koGRGR_。 
由 [& ,Pj] 守 ?和 Jacobi 等 式 ， 肥 有 
《55) [R,Rz]= [R,[pzypz]]SLLR pz],pz] 
Spypz]=Ra， 


所 以 RE; -部 是 & 中 的 理想 。 因 此 ，go 也 是 k 中 的 理想 。 
再 者 ， 对 于 任 给 Xs,y:zEpbs， 尼 有 . 
(56) BO XX, YLX_,Y- JJ) = 了 了 (Xi,LYLX_,Y-]]》 


= 0， 
所 以 


(57) : R =k DE GER_。 
3) 令 
go = kDpo, 0; =R 中 pb，0_ =h_ 中 p-， 
则 9。,9, ,9_ 都 是 9 的 理想 ， 而 且 有 
《58) 9 = 9 人 9 中 9_。 
我 们 只 需要 再 验证 下 列 括 积 关 了 系 : 
[Ro ,Pp = {0}, 
(C59) [k,,po = {0}, 
[Ri,pz]={0h}。 


其 证 明 如 下 : 
:由 Lo,prp: ,BCRo, ps ,P=0, 有 
[go,bx]j=0。 
其 次 ， 有 


[8g. ,po]=[Lp:,pz],bgSLpiLprypo]=0， 
LR,,p: j= [Cp pel,Pr Crp: ,Lp:, pr]=0,。 
总 结 以 上 三 点 分 析 ， 即 得 下 述 正 交 对 合 李 代数 的 结构 定理 。 
定理 5 ”任何 正 交 对 合 李 代 数 (9,0,0) 都 可 以 唯一 地 分 解 
(60) (9,0,0)= (0,00,00) DI,0+,Q0+1 DI ,0-,0-), 
其 中 
go =Ro 中 po，9+， =R+ 中 pt，9_ =R_GDp-s 
00=0|,,, 0+=0|,,, o.=0|。; 


Qo=0| po? Oo:=Ql，， Oo-=0l，。 
而 且 B|，,B| ， 分 别 是 正定 和 负 定 的 。 
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注 “容易 看 出 89- 是 泰 半 单 的 ，g: 是 非 紧 半 单 的 ， 而 且 9, = 
t .OP: 就 是 9 的 coma 分 角 (9-,0-,Q-) 与 (94,041,Q4) 分 别称 : 
为 紧 型 与 非 紧 型 的 正 交 对 合 李 代 数 。 
定理 5” 设 (98,0,0) 是 一 个 非 到 型 的 正 交 对 合 李 代数 ， 亦 寻 
9=9;。 令 z 
Q*=k+ip, oo*=id,. OD(C—id, ), 
O*UX,iY)=O(X,Y)., 
则 (9* ,cy Q*) 是 一 个 紧 型 的 正 交 对 合 李 代数 ， 亦 即 8*= 9*. 反 
之 亦 然 。 
证 ”由 括 积 关系 
[kk Ck, (kpPICP, [pp]SR 
容易 看 出 9* =k + ip 也 是 一 个 半 单 李 代 数 。o* 则 是 它 的 一 个 对 合 
自 同 构 ， 且 
R=ker(o* id), 
.ip=ker(o* +id)。 : 
Q* 为 ip 上 的 ad,k- 不 变 的 内 积 ， 所 以 (9*,o*,Q*) 也 是 一 个 正 交 对 
合 李 代数 。 
再 者 ， 由 9QC = 9*@9C 不 难看 出 ， 对 于 p 中 任何 元 素 X,Y, 管 


有 
(61) B,*(iX,iY) = Bu*ecliX ,iY) 
=B, erCGiX,iY) 
一 《 一 1) "Bec (X,Y) 
一 一 B, (X,Y). 


由 此 易 见 ， 当 9 = 9; 时 ， 则 有 9*=9#。 | 

上 面 我 们 讨论 了 正 交 对 合 李 代数 的 结构 ， 而 且 知 道 任 给 一 个 
对 称 空间 则 有 一 个 正 交 对 合 李 代数 与 之 对 应 。 人 任 给 一 个 
正 交 对 会 李 代数 是 否 有 相应 的 对 称 空 间 呢 ? 是 肯定 的 (参看 
本 章 之 习题 14)， 在 此 我 们 不 再 叙述 。 
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1。 齐 性 笋 曼 流 形 

设 M 是 一 个 黎 曼 流 形 ,TCM7 是 M 的 保 长 变换 群 , 又 设 ?， 民 :一 
CA) 是 TCMD) 的 一 个 单 参数 子 群 ， 则 它 的 轨道 构成 M 上 的 一 个 
参数 曲线 族 ， 它 们 在 每 点 的 速度 向 量 组 成 Y 上 的 一 个 向量 场 。 这 
种 单 参数 保 长 变换 群 的 速度 向 量 场 通常 称 为 M 上 的 一 个 Killing 
- 场 。 设 Y,Z 是 M 上 两 个 任 给 的 向 量 场 ,X 是 M 上 的 下 个 Killing 场 ， 
我 们 采用 符号 <Y ,2Z> 表 示 将 Y,Z 用 M 的 歼 曼 结 构 逐 点 计算 其 内 积 
所 得 的 M 上 的 国 数 ， 亦 即 

<Y,Z>=9(7Y,Z)。 
用 局 部 坐标 系 来 表达 ， 即 有 : 车 
Y = Dig Z= De Hrs 
则 有 
CY ,2>2= S941 Nil ye 
用 ?9(b* 表 示 9 纪 在 M 的 切 从 上 所 诱导 的 映射 8 0， TM 一 TA， 
出 2 (2) 是 保 长 变换 的 描述 法 也 就 是 
(62) CPCHI FCYI PEI FZ) 7) = <Y ,2Z>z 
对 于 任 给 Y,ZETM，x EM，tE€R 信 成 立 。 将 上 述 等 式 对 ti 求 导 ， 
期 得 
(62) 《LEX,Y],Z>+<Y,[X,Z]>=XCCY ,2Z>)。 

不 难看 出 62“ ) 式 对 于 任 给 向 量 场 Y,Z 普 遍 成 立 也 就 是 X 是 一 
个 上 illing 场 的 充 要 条 件 。 

其 实 ，(62“ ) 式 是 (62) 式 的 “微分 2 (62) 式 也 就 是 (62/》 
式 的 “积分 ”， 

将 (62 ) 式 和 协 变 微分 的 熟知 公式 
(63) <VxY ,2>+<Y, VxZ>= XY, 2>) 
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相 结 合 ， 即 可 把 上 述 条 件 作 如 下 改 述 : 

令 

Ax(Y) = YxY - [X,Y 

则 XY 是 -一 个 Killing 场 的 充 要 条 件 是 
(64) <4x(Y),Z>+<Y,4x(CZ)>=10 
对 于 M 上 的 任 给 测量 场 Y,Z 都 普遍 成 立 ， 亦 外 .4x< 对 于 《六 ,* > 来 : 

定义 ”车 -- 个 黎 曼 流 形 MM 的 保 长 变换 群 FCM7 在 M 的 作用 
是 可 递 的 ， 则 称 M 为 一 齐 性 黎 曼 流 形 (homogeneous riemanniar 
manifold), 

显然 ， 若 MM 是 对 称 空间 ， 则 自然 是 齐 性 歼 曼 流 形 。 为 研讨 齐 
性 黎 受 流 形 ， 我 们 先 作 一 徐 分 析 。 

分 析 

1) 在 一 个 齐 性 歼 曼 流 形 M 中 ， 和 任何 两 点 D ,pi EM 都 居于 同 
等 地 位 ， 因 此 它 是 一 种 具有 到 处 相同 的 局 部 结构 的 优良 空间 模 
式 ，。 

2) 在 MM 中 任 取 一 个 基点 5o。， 令 KK 为 1 (CM) 中 所 有 使 ?6 点 国定 
不 动 的 元 素 组 成 的 定点 子 群 。i:K 习 OCTMp,) 是 K 在 TMp。 上 所 
诱导 的 保 长 变换 表示 ， 则 1 显然 是 K 与 O00) 中 的 一 个 团子 群 的 司 
构 ， 由 此 可 见 ,K 是 1(M) 的 一 个 紧 致 子 群 。M 的 可 微 结构 和 傍 系 : 
空间 1CM)/K 相同 构 。 

3) 反之 ， 设 G 是 一 个 李 群 ，K 是 其 中 一 个 给 定 的 索 致 子 李 
群 ，M = G/K 是 由 G 中 的 所 有 KK- 左 傍 系 所 成 的 可 微 流 形 。 设 0O 是 
相应 于 左 傍 系 eK 的 基点 。 令 9,E 分 别 为 G 和 K 的 李 代 数 。 因 为 K 
是 紧 致 的 ， 记 以 8 中 必定 存在 一 个 和 ER 互补 的 AdK- 不 变 子 空间 , 亦 
" 9 = kp, 
其 中 ?在 AdK 的 作用 之 下 不 变 。 

不 难看 到 ， 线 性 空间 TAfo 和 ?自然 同 构 。 再 者 , 苦 把 G 在 M= 
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G/K 上 的 左 乘 变换 限制 到 K， 亦 即 
KxM—>M 
7 J 
(Kk,Xe K)—>KkxeK 
则 O 〇 是 上 述 K 变换 下 的 定点 。 因 此 有 一 个 KK 在 0 点 的 切 空 间 TM。 
上 的 诱导 线性 表示 ， 岂 做 G/K 的 迷 向 天 示 (isotropy representa- 
tion)。 

在 研讨 齐 性 流 的 几何 时 ， 一 个 常用 的 基本 事实 就 是 : 

“KK 在 TMo 上 的 迷 向 表示 和 把 AdK 在 8 上 的 作用 限制 到 Pp 所 得 
的 线性 表示 相等 。” 

上 述 基 本 事实 的 原由 就 是 ，Kxk-!。K = kx 上 对 于 任 给 的 KE 
K,xEG 成 立 ! 再 者 G 在 M 上 的 左 乘 变换 是 有 效 的 (Cettective) 
之 充 要 条 件 就 是 上 述 K 的 迷 向 表示 是 忠实 的 表示 (faithful repre- 
:sentation), 

4) 设 @ 是 在 pP227TMo 上 的 一 个 给 定 的 天 -不 变 内 积 。 我 们 可 以 
再 用 左 乘 变换 三，TMo~>TMz.z 把 这 个 Q 移 植 到 x*KK 点 的 切 空间 
上 上， 这 里 XxEG，xK €E M。 再 者 ， 设 Xi,Xx。 EG， 而 XY1K = XzK, 则 有 
xi5xiE 天 。 由 此 可 见 ， 用 上 和 些 , 在 TMz kx= TMz,x 上 所 移植 
有 欧 内 积 是 相同 的 ! 因为 @ 是 天 -不 变 的 ， 而 且 下 述 图 解 可 换 。 


Liz TNMzx (2 及 =%3 玉 ) 


总 结 上 面 的 四 点 分 析 , 得 知 一 个 齐 性 黎 曼 流 形 的 结构 ,从 李 群 
的 现 点 来 描述 ， 就 是 有 一 个 李 群 G 和 它 的 一 个 紧 致 子 群 K 。AdK 
| 


在 8 在 9 中 的 互补 的 天 -不 变 子 空间 p 上 的 作用 是 忠实 的， 而且 在 p 
上 选 定 了 一 个 -不 变 内 积 CD。 换 句 话说， 一 个 齐 性 黎 曼 流 形 就 是 
在 一 个 左 傍 系 空间 G/K = M 上 的 每 个 点 的 切 空 间 赋 以 一 个 左 不 变 
的 内 积 ， 它 也 就 是 在 Mo 上 的 一 个 K- 不 变 内 积 的 左 乘 逐 点 移植 ! 
由 此 可 见 ， 一 个 齐 性 黎 曼 流 形 M 的 结构 ， 其 本 质 上 由 (G,K) 和 ?p 
上 的 一 个 K- 不 变 内 积 0 所 唯一 确定 。 因 此 ,很 自然 地 会 问 ， 如何 
由 (G,K) 和 0 去 确定 上 述 齐 性 黎 曼 流 形 的 其 它 基 本 结构 ， 如 协 
变 微 分 、 曲 率 张 量 等 等 ? 这 也 就 是 我 们 下 面 即将 研讨 的 课题 。 

定理 6 设 M = G/K 是 一 个 齐 性 黎 曼 流 形 ，X,Y,Z 是 其 上 的 
三 个 任 给 的 Killing 场 。 令 


C66) U(X,Y) = VxY — 5CX,Y], 
种 有 
UCX,Y) =U(Y,X), 
(67) | 


2<U(X,Y),2>= - {<[Z,X1,Y>+<X,[LZ,Y]>}, 
证 ”由 恒等式 
VxY— VyxX 一 LX,Y]=0 
:和 和 U(X,Y) 的 定义 即 得 
U(X,Y)=U(Y,X),。 
再 者 ，4x(Y) = VxY 一 [X,Y]j]。 因 为 XX 是 一 个 Killing 场 ， 所 
4 人 4x 是 斜 对 称 的 。 由 此 可 得 
U(X,Y) = 4v(Y) + [X,Y], 
竺 而 有 
(68) <U(X,Y) ,2Z>+LY, UCX, 2)> 
= 了 (<[X,Y],Z> +<Y;[CX,Z]>)}。 


洗 X,Y,Z 轮 换 ， 即 得 
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(68’ ) <SU(Y,Z2), X> -+I UCY, X)> 


1 ~ 
一 3» {<LY,2),X>+<Z,LY,X]>},. 


(68”) <U(Z,X),Y>+OX,U(Z,Y)Y 
= {CZ, Xj,Y> +<X,L2Z,Y]>}. 


用 上 UU 的 对 称 性 ， 即 可 由 (68) + (68’) - (68) 算 得 
2<UCX,Y),2>= ~ {AZ, XI1,Y>+TOX, LZ, YI >}. | 
注意 : (66) 和 (67) 式 提供 了 有效 计 算 齐 性 黎 曼 流 形 的 协 变 

微分 的 简便 途径 。 但 是 ， 在 应 用 时 读者 于 万 要 注意 下 述 事 实 ， 在 

一 个 章 性 空间 上 的 Killing 场 力 是 由 单 参 数 子 群 的 左 匀 变换 得 出 来 

的 、 所 以 在 本 质 上 是 “ 布 不 变 向 量 场 ”, 因 此， 它们 之 间 的 括 积 和 

李 人 代数 5 亦 即 左 不 变 向 量 场 ) 的 括 积 恰好 差 一 个 符号 ! 
推论 ” 当 M = G/K 是 一 个 对 称 空间 时 ， 

<[Z, Xj,Y> +<X,[2,Y]>=0, 
即 有 U(X,Y)=0, 


亦 即 VxY = [X,Y 


其 中 X,Y 是 M 上 的 任 给 Killing 场 。 
下 面 我 们 研讨 对 称 空 间 的 曲率 张 量 作为 本 小 节 的 结束 。 
定理 7 设 M=G/K 是 一 个 对 称 空间 ,， OE M 是 基点 eK ,又 9 = 
k +p， 则 对 于 任 给 X.Y,ZEp，M 的 歼 曼 有 曲率 张 量 R 在 基点 的 表 
达 式 如 下 : 
Ru(X ,7)Z= -LIx,7],Z。 


证 由 黎 曼 曲率 张 量 尺 的 定义 ， 如 果 X*,Y*,2Z+ 分 别 是 相应 
丁 ExptX ,ExptY ,ExptZ 的 左 乘 变换 作出 的 Killing 场 ， 则 有 


216 


Ro(X,Y)Z= R(X*,Y*)Z*|, 
= (Vx*Vy*2* 一 Vy*Vx*2* 一 Vix*,y*]2*) [0 


1 
= (FEX*, LY*,2*]] - TCY*, LX*, 2*]] 


Us 


-LX*, Y*j, 2*]) 


福音 到 [X*,Y*J,。= ~[X,Y]， 所 以 


Ro (X,Y)Z=3EX,LY, 2D]- CY, EX, 2 
了 
一 stLX,YJ,2] 
= ~ {CLY,2], XI + [CZ, XI,Y] 


+ [CX,Y], 2]}- FCCX,Y], 2 


一 -4 [EX,Y],2]. | 


推论 。 若 M=G/K 是 一 个 紧 型 对 称 空间 ， 则 它 的 所 有 截 曲 率 
《sectional curvature) 都 推 负 。 反 之 ， 若 M = G/K 是 一 个 韭 紧 型 
对 称 空间 ， 则 它 的 所 有 截 曲率 都 非 正 。 

证 设 X,Y 是 ?中 的 两 个 线性 无 关 的 向 量 ，S 是 田 X,Y 所 张 
笑 的 TM 中 的 二 维 切 面 ， 则 由 截 曲率 的 定义 


CRoAX OXIY> 
[人 下 * 


车 M 是 案 型 者 ， 则 Q 与 B 异 号 ， 亦 即 


K(S)=— 


_ CRCX, YIX,YS = FELX, YJ, XI,Y> 
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和 
-BIULLX,YJj,X],Y)= -BUX,Y.], X,Y) 
K(S) 守 0。 


反之 ， 当 M 是 非 紧 型 时 ，Q 和 8B 间 号 ， 亦 即 
-<RiCXY)X,Y>= FLEX YJ, X,Y> 


和 
BO[X,Y],X],Y)= BCEX,Y],LX,YJ) 


同 号 ， 所 以 
K(S)<0. | 


2。 双 点 齐 性 空间 


齐 性 黎 曼 流 形 是 漫 无 边际 的 黎 曼 流 形 的 浩瀚 范畴 之 中 很 自然 
的 一 种 优良 实例 。 正 因为 如 此 ，. 在 黎 曼 几 何 的 研讨 中 ， 齐 性 黎 曼 “- 
流 形 的 研究 自然 地 应 该 居于 重要 地 位 ， 其 实 ， 齐 性 黎 曼 流 形 的 范 - 
围 也 相当 不 小 ， 它 包括 古典 空间 、 对 称 空间 等 在 数学 的 各 种 领域 
中 扮演 重要 角色 的 精 到 的 实例 。 本 节 将 以 在 齐 性 黎 曼 流 形 中 ， 其 
特殊 性 仅 次 于 古典 空间 者 ， 亦 即 双 点 齐 性 空间 的 分 类 作为 结束 ， 
并 以 此 作为 对 于 我 国 一 位 杰出 数学 家 王 宪 钟 先生 的 怀念 

定义 ”一 个 黎 曼 流 形 M， 老 对 其 中 任 给 两 对 等 距 的 点 p,9 各 
pP ,4 ,d(p,49) = d(p’,q9’), 蕴 有 一 保 长 变换 0: M 一 M 使 得 o (p) = 
六 ，c(qg) =9 ， 则 称 M 为 双 点 齐 性 空间 ， 

我 们 还 是 先 作 一 些 分 析 ， 而 后 自然 地 导出 我 们 的 结论 。 

分 析 

1) 从 古典 几何 、 又 合 公理 的 观点 来 看 ， 上 述 双 点 齐 性 空间 
也 就 是 满足 如 下 单个 登 合 公理 的 空间 ， 即 两 条 测 地 线段 登 合 的 充 
要 条 件 是 两 者 的 长 度 相等 。 所 以 它们 是 古典 空间 的 自然 推广 。 
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2) 我 们 再 从 李 变 换 群 的 观点 来 看 上 述 双 点 齐 性 空间 。 令 
G = 1(M) 是 获 曼 流 形 M 的 保 长 变换 群 。 在 M 中 取 定 一 个 固定 基点 
xo， 令 天 =JCM:xzo) 是 使 xzo 不 动 的 保 长 变换 子 群 ， 则 M 是 双 点 齐 
性 空间 的 充 要 条 件 是 K 在 TAMz 上 的 迷 向 表示 (isotropy represen- 
tation) 限 制 到 TM 的 单位 长 向 量 集 上 的 作用 是 可 递 的 ， 换 句 话 
说 ， 在 TMz, 中 的 单位 球 上 的 作用 是 可 递 的 。 

基于 上 述 分 析 ， 我 们 可 以 把 双 点 齐 性 空间 的 分 类 问题 分 两 步 
去 完成 。 第 一 步 是 找 出 所 有 的 表示 (K;R"), 其 中 是 一 个 李 群 ， 
它 在 R" 上 的 表示 令 S"'(1) 不 变 ， 且 在 S”'(1) 上 的 作用 是 可 递 
和 的; 第 二 步 再 考虑 什么 样 的 齐 性 流 形 G/K， 以 上 述 表 示 (K;R") 
为 其 迷 向 表示 ， 并 给 出 分 类 。 

对 于 满足 上 述 条 件 的 表示 (CK;R"), 因为 K 令 S"-1(1) 不 动 ， 
自然 是 保 长 的 ， 所 以 它 一 定 是 正 交 群 或 西 群 的 子 群 。 又 因为 
在 S"…!(1) 上 的 作用 是 可 递 的 ， 因 此 这 个 天 示 必 定 是 不 可 约 的 。 

我 们 再 介绍 一 个 重要 结论 : 

设 G 是 一 个 紧 致 连通 李 群 。 若 G 的 表示 在 表示 空间 Y 的 单位 
球面 上 的 作用 是 可 递 的 ， 则 一 定 有 一 个 单 正规 子 群 CG， 它 的 诱导 
表示 在 单位 球面 上 的 作用 也 是 可 递 的 。 

这 个 结论 的 证 明 要 用 到 一 些 拓扑 学 的 结论 ， 我 们 不 再 进行 ， 
读者 可 参看 文献 [8j。 

先 假 设 K 不 是 半 单 的 ， 因 为 XK 的 表示 不 可 约 ， 所 以 KX 只 能 具 
有 KK = UC1) x 的 形式 ， 其 中 Ki 是 半 单 的 ，U (1) 旦 S'， 而 且 Kl 
在 S" (1D 上 的 作用 也 是 可 递 的 。 

现 设 是 半 单 而 非 单 的 。 不 妨 设 K = Ki XKs( 严 格 地 讲 , K = 
Kix Ki:/N， 其 中 NN 是 玉 的 有 限 正 规 子 群 。 但 对 于 下 = Ki x 天 来 
说 ， 廊 在 S$"!1(1) 有 一 个 自然 的 作用 ， 而 且 也 是 可 递 的 ， 因 此 可 
用 民 代 殖 K)。 因 为 K 的 表示 ?是 不 可 约 的 ， 所 以 了 = ?1699:, 其 中 
91,9; 分 别 是 Ki 和 Ks 的 表示 ， 且 ?1 和 9?s 也 是 不 可 约 的 。 设 91(i=1， 
2) 的 表示 空间 维 数 为 hn1CG=1,2)， 则 n=mens。 下 面 分 儿 种 情形 
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讨论 : 若 9CK)CCSOCGD7， 则 
.CKI)CSO(nN), Pp,.C(K,) CSO0n;), 


于 是 ?(K)CSO Cn) x SO(Cn) 。 如 有 果 n 和 ?3? 均 大 于 1 ， 则 nn 和 ,也 
均 小 于 n 。 由 前 面 的 结论 可 知 ，S0 (m0) 或 590 (mz) 中 的 一 个 , 一 定 
有 单 正规 子 群 在 S" (1) 上 作用 是 可 递 的 。 但 由 于 mi<mnG = 1 
2)， 这 显然 是 不 可 能 的 ， 因 此 71,7z 之 中 必 有 一 个 为 1， 但 这 与 
半 单 而 非 单 的 假设 矛盾 。 换 各 话说 ， 只 能 是 K = SOCn)。 对 于 


PCK)TSSUN) x SUn,) CSU nen,), 
CCKICSPM) x splne) Csp(nins CSO(4nn,), 


完全 类 亿 的 论证 可 知 ，7 和? 必 有 一 个 为 1 。SU(1) xSU(C) 不 
是 半 单 的 ， 归 于 第 一 种 情形 ;而 sp(1) xspGn) 则 是 可 能 的 ， 它 
在 S22 -1(1) 上 作用 可 递 。 同 样 可 以 证 明 sp(.)xSUCnas) 等 也 是 
不 可 能 的 ， 这 表明 天 是 半 单 而 非 单 者 只 有 一 种 ， 即 : 
spC1) Xsp(CPD)。 

再 回 到 第 一 种 情形 =U(1) x Ki。 若 Ki 半 单 而 非 单 ， 由 刚 
才 的 论述 ， 只 能 Ki = Sp(1) x Sp(n)。 但 是 这 时 K =U(1) x sp(1) 
x sp(n)， 可 直接 验证 这 也 是 不 可 能 的 ， 因 此 KK, 必定 是 单 的 。 这 
种 情形 下 唯一 的 可 能 是 K =U(1) x SU(n) 入 DU(n), 它 在 S*"*-1(1) 
上 的 作用 是 可 递 的 。 

这 样 ， 我 们 就 证 明了 :， 如 果 天 不 是 单 群 ， 只 能 是 所 = Un 或 
= sp(1) xsp() 这 两 种 情况 ， 它 们 分 别 可 递 地 作用 在 S*"*-1(1) 
及 S*" 1(1) 上 。 剩 下 的 问题 是 讨论 是 单 群 的 情形 

现在 我 们 要 寻找 紧 单 李 群 的 一 类 特殊 的 线性 不 可 约 表 示 ， 它 
在 天 示 空 间 的 单位 球面 上 的 作用 是 可 递 的 。 这 样 的 要 求 对 表示 空 


间 的 维 数 = 作 了 严格 的 限定 ，n<dimK<z 二 ( 见 [7])。 利 


用 eyl 维 数 公式 不 难 找 出 公有 的 几 种 可 能 ， 
人 = SUGCD (Cn 之 2)。 它 的 李 代 数 4。- :的 Dynkin 图 为 
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Ci as Qt Qn-i Qn—i 


考虑 玉 的 自然 表示 Ln( 见 第 四 章 8 5)， 设 1 …， jn 是 它 的 权 系 ， 
则 搓 % 是 以 A1( 或 4%) 为 自 权 的 菇 本 表 示 ( 也 称 之 为 初等 表示 )。 窑 
易 算出 这 个 表示 的 维 数 为 n 。 因 此 (Kn,C" 写 RI") 是 符合 所 要 求 
条 件 的 。 人 入?Zn 是 以 如 + 和 为首 权 的 表示 。 容 易 验 证 ，(h1+ )2， 
ai) =62z4， 所 以 它 是 4; 对 应 的 基本 表示 。 设 e1,…,en 是 C" 的 一 组 
基底 。 在 人 入 2*(C) 中 取 一 个 元 素 ， 例 如 ，el 八 ez， 记 为 x ， 则 容易 
看 出 ， 令 x 不 变 的 子 群 为 


SU(2) xSUGn -2)， 
dim(SU(n)/SU(2) xSU(2 -2))=4( 一 1)-3 


{这 时 自然 应 要 求 n 宇 4)、 因 为 40n 一 1) -3>20， 所 以 SU 在 杉 
应 维 数 的 单位 球面 上 的 作用 不 可 能 是 可 递 的 。 再 者 ， 其 他 的 基本 
表示 的 维 数 均 大 于 群 的 维 数 ， 所 以 唯一 的 可 能 是 (Zn,R”")。 

车 天 = SO(n)， 当 n=2k 时， 相应 的 Dynkin 图 为 


设 Ppn 是 S07) 的 自然 表示 ， 其 权 为 ,Ak 和 一 X43 一 和。 它 
是 相应 于 0 的 初等 表示 。 表示 空间 的 维 数 为 "7， 而 SO(m) 在 
S"-1(1) 上 的 作用 自然 是 可 递 的 ， 所 以 《Pw,，R") 满 足 要 求 。 八 ?Ps 
就 是 伴随 表示 ， 这 时 表示 空间 的 维 数 与 群 的 维 数 相 同 ， 因 此 群 的 
作用 在 单位 球面 上 不 可 能 可 递 。 其 它 的 基本 表示 ， 包 括 旋 表示 也 
均 不 合 要 求 ， 所 以 (Pr,R") 是 唯一 符合 要 求 的 表示 。 

当 n = 92k + 1 时 ，Dynkin 图 为 
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类 似 于 n = 2k 的 情形 ， 自 然 表 示 CPn,R") 在 S" 1(1) 上 作用 可 递 . 
而 相应 于 cs，…，,ax- 1 的 基本 表示 都 不 合 要 求 ， 现 在 我 们 来 考虑 相 
应 于 Qk 的 基本 表示 ， 这 就 是 所 谓 旋 溢 示 。 它 的 表示 空间 的 维 数 为 
2 多。 我 们 用 spin(n) 来 记 这 个 表示, 可 以 验证 (spin(7),R')， 
(spin(9),R'') 分 别 在 S" 和 S$ 上 的 作用 是 可 递 的 ， 而 且 
spin(7)/G: = S ， spin(9)/spin(7) = S15。 
对 于 K =sp(n)，BDynkin 图 为 


ed) 六 村 站 
CQ 1 as Ck-L CEk 


自然 表示 (,r,C’" 记 R*") 是 相应 于 1 的 初等 表示 . 它 在 S***'(1)》 
是 不 难 验 证 ， 其 它 的 表示 均 不 合 要 求 ， 

， 对 于 特殊 群 ， 我 们 只 ! 是 指出 ， Gs 有 一 个 不 可 约 的 七 维 
未 示 ， 就 笔 相应 于 图 解 让 a 的 初等 疾 未 


Ql ds 


(Pi ,RD) 在 Ss 上 的 作用 是 可 递 的 ， 而 且 Gc/SU (3) = Ss， 而 其 余 的 
特殊 群 都 不 存在 这 样 的 表示 。 

至 此 ， 我 们 已 找 出 全 部 的 满足 要 求 的 表示 (K,R")。 下 面 我 
们 进行 第 二 步 ,确定 所 有 的 双 点 齐 性 空间 G/K。 

我 们 首先 指出 ， 由 双 点 齐 性 的 假定 ， 可 以 证 明 下 列 请 事实 ， 
n 维 双 点 齐 性 空间 M 可 表 为 G/K 的 形式 ， 其 中 

(i) G 是 一 个 连通 单 李 群 ， 

《ii ) rank G = rank K,; 

(iii) 天 是 紧 的 ， 它 的 连通 分 支 在 S"…'(1) 上 作用 可 递 ， 
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(iv ) KK 是 6G 的 最 大 闭 子 群 ， 

(vyY) dimG~-dimK=n. 

关于 上 述 五 点 的 详细 证 明 请 参看 [11] 和 [12]。 

利用 这 些 限 制 ， 我 们 很 容易 由 所 有 的 (XK,R") 中 定 出 所 有 和 州 
双 点 齐 性 空间 来 ， 它 们 是 : 欧 氏 空间 R" ,7 维 球面 $= SO(n+1)/ 
SOCn)Gns3),0 维 实 射影 空间 P" = SO (n+1)/0(n),n 维 实 双 曲 空 
间 刀 "= SO0oC2 1)/SO(C) , 复 射 影 空 间 SU(Cn2 + 1)/SU(Cn) x 人 ,Her 一 
mite 双 由 空 间 SU(n ,1)7VSU(Cn) xT， 四 元 数 射 影 空间 sp(n + 1)/sp. 
Cn) x sp(1), 四 元 数 双 曲 空间 sp(n,1)/sp(n) xsp(1)，Caylay 射 
影 平面 Fi/spin(9) 以 及 它 所 对 应 的 非 紧 对 称 空 间 P4(- 20)/spin: 
(9) 。 

应 该 说 明 的 是 ，Gz/SU(3) 也 符 合 要 求 ， 但 它 同 胚 于 S4， 已 
包括 在 上 述 范围 内 。 而 对 于 (spin(7),R")， 由 于 dim DD = 
21， 又 不 存在 29 维 的 单 李 群 ， 因此 没有 相应 的 双 点 齐 性 空间 。 

可 以 看 出 ， 除 R" 之 外 ， 其 它 的 都 是 秩 1 的 要 归 对 天 空间 (和 可 
人 参看 [3]) 。 


$5 实 半 单 李 代 数 的 分 类 


在 本 章 的 一 开始 ， 我 们 业已 指出 ， 实 半 单 李 代 数 的 分 类 可 以 
归于 紧 半 单 李 代数 的 对 合 自 同 构 的 分 类 。 现 在 我 们 来 进一步 分 析 
这 个 问题 。 

我 们 首先 描述 复 单 李 代 数 的 实 形式 。 设 9c 是 一 个 复 单 李 代 
数 ， 则 它 的 紧 致 实 形式 也 一 定 是 单 的 ， 设 u 是 9c 的 一 个 固定 的 紧 
致 实 形 式 ，6 是 它 的 一 个 对 合 自 同 构 ， 则 

u = RP, 
其 中 

R={(XEHI OX)=X}, P={XEu; 6X)= -XX)}, 

令 


ff 
Lv 
CD 


9 =RGip G= -1), 
则 9。 是 一 个 实 李 代数 ， 且 是 gc 的 实 形 式 ， 而 且 上 述 分 解 式 是 它 的 
Cartan 分 解 。 
另 一 方面 ,由 Cartan 引 理 以 及 一 个 复 半 单 李 代 数 的 所 有 紧 致 
实 形式 在 内 自 同 构 下 共 恩 这 个 事实 可 知 ， 对 gc 的 任何 一 个 实 形式 
9， 一 定 存 在 u 的 对 合 自 同 构 6， 使 得 由 9 决定 的 实 形式 9 在 内 自 
后 构 下 与 9 共 轧 。 
命题 1 对 于 4 的 两 个 对 合 自 同 构 9 和 9’ ，9。 与 9。 同 构 当 且 
仅 当 存在 7EAutCu)， 使 得 67- = 0 ，。 
证 令 太 9 一 9 是 一 个 同 构 , 且 9。 = RDip 及 84, =R CDip’ 
分 别 是 9 和 9o 的 Cartan 分 解 ， 则 
9。， =f1(9,) = (ROf ip) 
也 是 9。 的 一 个 Cartan 分 解 。 由 Cartan 分 解 的 共 轿 性 可 知 ， 存 在 
PEInt(96,, )， 使 得 


f(R)=Pp(kR’), flip) =P(Cip’)., 


对 于 任何 XEk，9 pr) = Pp-1f(x), 而 对 XEip，0’P-1f(X) = 
-P71f(X) ,所 以 无 论 XEBR 或 和 Eip, 总 有 /71P0’P"1f(X)=09X，。 
今 /f-'pP=7， 则 有 7170797"!=8。 另 一 方面 ， 由 7(R’)=k，n(ip’) = 
(ip) 可 知 、714 = u。 这 说 明 7E€ Aut(u)。 其 道 是 显然 的 。| 

以 上 的 分 析 说 明 ， 复 单 李 代 数 的 实 形 式 的 分 类 自然 地 归于 一 
个 固定 的 紧 致 实 形式 的 对 合 自 问 构 在 自 同 构 下 的 共 轿 分 类 。 顺 便 
指出 ， 因 为 ntGu) 是 AutCu) 的 正规 子 群 ， 如 果 91,0s 均 为 对 合 自 
间 构 ， 有 601E€1at(u) 以 及 86 ,名 86,， 则 9 也 是 内 自 同 构 。 这 个 事 
实 我 们 在 以 后 要 用 到 。 

由 于 实 半 单 李 代 数 可 唯一 分 解 为 单纯 理想 之 和 ， 我 们 只 需 讨 
论 实 单 李 代 数 的 分 类 。 设 9 是 一 个 实 单 李 代 数 ，9o 是 8 的 复 化 ， 由 
9 与 9c 的 Killing 型 的 关系 易 知 ，9c 是 复 半 单 李 代 数 。9c 自 然 有 两 
种 可 能 : 
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(1) 9 是 复 单 李 代 数 。 这 时 9 是 gc 的 实 形式 ,由 上 面 的 讨论 ， 
问题 化 为 紧 单 李 代数 对 合 自 同 构 的 共 罗 分 类 问题 。 

《2) 9c 不 是 单 李 代 数 。 容 易 证 明 ， 这 时 存在 复 单 李 代数 9 
使 得 (9)aS2g” 其 中 (9g,)a 表 示 视 9! 为 实数 域 上 的 线性 空间 所 构成 
的 实 李 代数 。 而 且 如 果 有 两 个 复 单 李 代数 9 和 gs 使 得 (9 s 安 
《92) mr22g9， 则 91 竺 9。。 反 之 亦 然 。 因 此 其 复 化 为 非 单 李 代 数 的 实 
单 李 代数 的 同 构 类 与 相应 复 单 李 代 数 同 构 类 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 
从 而 这 一 类 的 分 类 问题 已 获得 解决 ， 

至 此 ， 我 们 已 把 分 类 问题 归于 紧 单 李 代 数 的 对 合 自 同 构 ， 即 
自 同 构 群 中 二 阶 元 素 的 共 斩 分 类 问题 。 

(A) 紧 单 李 代 数 的 自 同 构 群 

为 了 讨论 紧 单 李 代数 自 同 构 群 中 二 阶 元 素 的 共 力 分 类 ， 首 先 
: 弄 清 紧 单 李 代数 的 自 同 构 群 的 结构 是 十 分 必要 的 。 设 8 是 一 个 紧 
单 李 代 数 ，Aut(9) 表 示 9 的 自 同 构 群 ，Int《8) 表 示 9 的 内 自 同 构 
. 群 。Int(9) 自 然 是 Aut(9) 的 正规 子 群 。 在 第 四 章 $ 1 中 ,我 们 已 经 
证 明了 ， 对 于 紧 单 李 代 数 9，ad(9) = 3(9) (第 四 章 8 13 引 理 1 )， 
从 而 Int(9) 与 Aut(9) 有 相同 的 李 代 数 ， 而 Int(9) 是 连通 的 ， 这 就 
证 明了 下 列 命题 

命题 2 对 于 上 紧 单 李 代数 9 米 说 ， Int(9) 是 Aut(9) 的 单位 元 连 
通 分 支 Aut%(9)， 

命题 3 _ Anut(9)/Int(9) 安 Aut(D(9g9))， 其 中 Aut(D (9)) 表 示 98 
的 素 根系 的 Dynkin 图 D(9) 的 自 同 构 群 ， 

证 这 个 命题 实际 上 是 第 四 章 分 类 定理 的 直接 推论 .事实 上 ， 
由 于 9 的 Cartan 子 代数 在 内 自 同 构 下 共 罗 ， 不 妨 只 取 令 一 个 固定 
的 Cartan 子 代数 不 变 的 自 同 构 ， 并 可 认 为 它 令 取 定 的 素 根 系 不 
变 。 由 分 类 定理 的 证 明 可 知 ， 它 诱导 此 素 根系 的 Dynkin 图 的 一 个 
图 自 同 构 。 反 过 来 ， 每 一 个 图 自 同 构 一 定 可 以 扩 成 为 8 的 一 个 自 
同 构 。| 
下 面 我 们 讨论 Iat(9) 与 以 8 为 李 代 数 的 连通 李 群 G 之 间 的 关 
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了 系 以 及 伴随 作用 轨道 空间 的 某 些 性 质 。 
设 9 是 实 单 窗 李 代 数 ，G 是 以 9 为 李 代 数 的 一 个 过 通 李 群 。 G 
自然 是 紧 的 。G 的 伴随 表示 Ad，G 一 GL(9) 满 足 
ExpAd(o)X =0o ExpXo-!, YoEG, XEQ 
及 
Ad(Exp X)= eix, VXE9， 
宙 此 容易 推 知 下 列 命题 成 立 ; 

命题 4 设 G 是 以 g 为 李 代 数 的 连通 李 群 ZO) 表示 G 的 中 
心 ， 则 有 

(1) Ade 是 CG 到 Int(9) 上 的 解析 同 态 ， 其 核 为 Z(G), 

(2) 映射 9zH- Ade(9) 是 G/ZCG) 到 IntC8) 上 的 解析 同 构 。 

命题 5 设 G 是 一 个 具有 紧 李 代数 8 的 连通 李 群 , 则 映射 Exp: 
3 一 0 是 满 射 。 

证 由 于 Ad(G) 是 紧 的 ， 在 9 上 存在 一 个 Ad(G)- 不 变 内 积 。 
这 个 内 积 自 然 可 以 诱导 出 C 上 一 个 不 变 黎 曼 度量 。 关 于 这 个 度 
量 ， 过 。 点 的 测 地 线 均 为 单 参数 子 群 ， 从 而 均 具 有 “无 限 长 ”。 
这 意味 着 G 是 完备 的 。 由 完备 性 可 知 ， CG 中 任意 一 点 9 ， 一 定 有 
长 为 4(e,g9) 的 测 地 线 与 6 连接 ， 此 测 地 线 必 为 单 参数 子 群 ， 从 而 
Exp 是 满 射 。 | 

由 命题 4 和 5 不 难看 出 ， 上 映射 Ad。 Exp., XAd(Exp X)= 
esdx 是 由 9 到 Int(9) 上 的 满 射 。 换 句 话 说 ，Int(9) 中 的 每 个 元 素 都 
可 表 为 esdx (X E9) 的 形式 。 

现在 令 G 是 一 个 单 连 通 的 紧 单 李 群 ， 它 的 李 代 数 9 是 一 个 紧 
单 实 李 代数 。 取 定 G 的 一 个 极 大 子 环 群 了 ， 它 的 李 代 数 记 为 0， 
并 设 W 是 G 的 Wey! 群 。 由 第 三 章 的 极 大 子 环 群 定理 及 其 推论 可 
知 ， 对 G 的 伴随 变换 Ad 及 伴随 表示 Ad 来 说 ， 了 或 9 与 C 的 任 一 共 
应 类 均 相 交 ， 而 对 伴随 变换 群 及 伴 随 表示 的 轨道 空间 G/AA 及 
9/Ad 来 说 ， 由 下 图 所 决定 的 映射 T/ 了 一 G/Ad 及 b/W->9/Ad 均 
为 一 一 在 上 映射 z 
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7T_= 、C =、9 
T/W-—>G/Ad b/W—>9/Ad 
由 此 可 知 ，T/ 谍 就 是 G 的 内 自 同 构 共 轿 类 的 基 本 区 域 。 又 因为 
Int(8)G/ZCG)， 所 以 8 的 对 合 内 自 同 构 的 共 罗 分 类 全 归于 寻求 
T/W 中 二 阶 元 共 斩 类 (可 以 相差 Z(G) 中 的 元 素 )， 在 此 基础 上 ， 
利用 命题 3 可 进一步 讨论 对 合 外 自 同 构 的 共 罗 分 类 ， 从 而 使 问题 
得 以 解决 。 这 就 是 下 面 进行 讨论 的 基本 途径 。 
在 第 三 章 中 ， 我 们 已 经 引入 了 极 大 子 环 群 了 的 Weyl 房 C， 


并 证 明了 了; 
G/Adcs2T/WEC. 


我 们 将 要 指出 : 0 可 以 视 为 以 以 寺 二 3 为 内 积 (，) 的 欧 氏 空间 ) 


合 频 射 9?=7。Exp: b> 了 /W060。 我 们 知道 的 Weyl 房 C 是 
7 入 吕 Fo) 的 一 个 连通 分 支 ,其 中 A 是 G 的 根系 ,FC(0) 是 关于 a 

四 EAA 
的 反射 对 称 的 不 动 点 集 。 关 于 a 的 反射 对 称 是 WW 中 的 二 阶 元 素 ， 
它 在 9 上 的 作用 以 

Pos={HEb; (H,0)=0} 
为 不 动 点 集 。 由 此 不 难看 出 F(0) (aE A) 在 Exp 下 的 原 像 是 所 有 
超 平 面 
天。 = {HED; (H ,a) =Kk} (天 EL) 


的 并 集 U Pr ， 从 而 bN【j Po 的 连通 分 支 在 ? 的 作用 下 同 胚 
下 二 了 yeEA 
ke 
地 映 成 T 的 一 个 Weyl 房 C， 这 样 的 连通 分 支 是 由 超 平面 界 成 的 ， 
称 之 为 Weyl 胞 Ccell)。 它 的 闲 包 是 9 中 的 多 面体 , 称 之 为 Cartan 
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多 面体 、 它 同 胚 于 CC， 仍 以 0 记 之 。 在 A 中 取 定 一 个 次 序 ，A+* 蚌 
A 在 此 次 序 下 的 正 根 系 ， 则 容易 证 明 、 

Co= {HEb; 0 一 (xz, 万 )<1，VYVcEA+)} 
是 一 个 胞 , 称 之 为 基本 胞 . 设 在 此 次 序 下 的 素 根系 为 区 ={91,*， 


1 
a1}， 最 高 根 为 8= jmiai， 则 zi>0G= 1 六 ， 而 且 对 任何 
t=1 


正 根 y= Snias， 都 有 0<mismiG=1 7。 由 此 可 以 看 出 ， 
基本 胞 也 可 表 为 

Co= {HEDb; (ai HO>0 G=1,",l), (8B,H)<1), 
它 是 一 个 由 (+1 个 超 平面 Po ,"…, Ps, 及 Pp, 所 围 成 的 开 单 
形 。 今后 我 们 取 定 

Co={HEb; (oi, HE0 G=1,°,t), (PB,1H)S1)} 
作为 基本 Cartan 多 面体 。 在 5 中 ，X = {01,… ai 是 9 的 一 组 基 ， 
它 的 对 偶 基 记 为 {Hi,"…，H1}， 即 ， (Hi,07) =611(1<i,j 志 D， 


容易 验证 如, 的 顶点 是 0 i 而 且 O06 中 任何 一 点 可 内 


其 中 i; 广 足 


基于 以 上 分 析 ， 今 后 我 们 把 Co 视 为 共 罗 类 的 基本 区 域 。 

虽然 Weyl 群 W 在 所 有 Wey] 房 的 集合 中 的 作用 是 可 递 的 ， 但 
是 在 所 有 胞 组 成 的 集合 中 显然 不 是 可 递 的 ， 因 此 还 需 考 虑 覆盖 映 
射 Exp: 09> 了 的 作用 。 由 于 Exp-1Ce) 由 8 中 以 玉 ,…, 如 | 为 基 的 所 
有 整 点 组 成 ， 因 此 平稳 T(H;): HPIH+HjG=1, 导 ,上 ) 把 


LU Poi 映 成 其 本 身 ， 从 而 把 每 个 胞 映 成 另 一 个 胞 。 突 易 验 证 ; 


eA 
KE 
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上 上 述 平 移 和 到 中 的 元 素 这 两 种 保 长 变换 的 复合 作用 在 所 有 胞 组 成 
的 集合 中 的 作用 是 可 递 和 的。 如 果 我 们 记 由 TCHi0D)G=1,…, 小 上 生 
成 的 保 长 变换 群 为 ， 则 了/ 玉 :和 C0。。 因 此 ， 在 下 面 的 讨论 中 、 
我 们 将 容许 在 6 上 使 用 上 述 的 平移 变换 ， 


Os 1 2 2 2 1 
1 1 
六 一 一 一 一 返 
D, 1 2 2 2 ,和 
有 
G， 1 2 有 
PF, 2 3 | 
1 
2 
2， 3 2 1 
2 
gg, 1 4 2 3 4 3 1 
3 
6 2 4 6 5 3 2 1 
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在 本 小 节 的 最 后 ， 我 们 给 出 Cartan 多 面体 的 Dynkin 图 。 
Cartan 多 面体 5o 由 超 平面 P。 = {HEb; 《ai,H)=0}) 以 及 Pp, = 
{HEDb， (868,H) =1 所 围 成 。 在 = {Q1,*…,01} 的 Dynkin 图 中 添 
入 最 低 根 ~ 及 相应 连 线 ， 用 a;( 标 成 白色 ) 表 示 Cartan 多 面体 的 
位 于 Ps ,中 的 “ 墙 ”， 而 代表 -6 的 点 ( 标 成 黑色 ) 则 表示 位 于 
Pz,i 中 的 “ 墙 ”。 在 代表 一 6B 的 点 处 标 上 系数 1 ， 而 在 0; 点 处 标 


L) mi( 即 : p= >miai 中 必 的 系数 mi ). 所 得 的 图 称 为 多 面体 


O06 的 Dynkin 图 。 各 类 单 连 通 紧 致 单 李 群 的 Cartan 多 面体 的 Dynkin 
图 如 上 图 所 示 ， 

利用 这 些 图 ,我 们 可 以 讨论 G 的 中 心 Z2(G) .事实 上 , 设 x 是 Cu 
和 的 一 个 顶点 ， 记 2 是 x 对 面 的 《 墙 ”， 则 x 的 中 心 化 子 Gz 的 Dyn- 
kin 图 恰好 是 从 上 述 Cartan 多 面体 的 Dynkin 图 中 去 掉 表 示 2 的 点 
及 相应 连 线 所 得 的 图 。 若 此 图 与 x 的 Dynkin 图 相同 ， 说 明 Cx = 
G， 从 而 x*EZC(G)。 由 于 Z(G) 的 元 素 所 在 共 轿 类 只 包含 一 个 元 
素 ， 就 是 其 本 身 ， 这 就 证 明了 ZKG) 中 的 元 素 一 一 对 应 于 Cartan 冤 
面体 中 具有 上 述 性 质 的 顶点 (或 墙 2) 。 由 上 面 列 出 的 图 可 以 看 出 ， 
所 有 系数 为 1 的 点 所 表示 的 墙 的 对 面 项 点 就 是 中 心 Z(G) 的 全 部 
元 素 。 

(B) 对 会 自 同 构 的 共 纪 分 类 及 相应 的 实 章 李 代数 

由 (A) 的 命题 4 和 5， 上 映射: X(E9):e*4Xx (EInt(9)) 是 满 
射 。 不 仅 如 此 ， 由 CA) 中 对 轨道 空间 的 分 析 可 知 ， 对 于 (Cartan 多 
面体 Co， 当 已 取 遍 Co 时 ，e 和 所 取 遍 Int(9) 的 所 有 共生 类 。 因 此 我 
们 只 要 在 Co 中 去 寻找 所 有 二 阶 元 共 罗 类 即 可 、 

设 HEOo，P=ex# 是 二 阶 元 ， 则 P?=erd*# =id。 也 就 是 
说 ， 对 任意 XE9， erd2# X = X， 这 意味 着 对 任意 aEA， 都 有 
(2 已 ,oa)EZ 反 过 来 ， 若 对 任何 aEA， 均 有 (2 万 ,ca)EZ， 则 对 
任意 XE9， 均 有 e*4*#X =X。 除 去 2=id 的 平凡 情况 ， 我 们 便 得 
出 下 列 引 理 ， 
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引 理 ] 对 于 HECOo，P=e*4H 是 对 合 自 同 构 当 且 仅 当 对 所 有 - 
caEA，(25,a)EZ， 而 且 至 少 有 一 个 cEA， 使 得 (有 ca) 乓 Z。 
现在 我 们 利 用 引 理 1 来 求 Ce 中 所 有 二 阶 元 。 禾 不 到 H € Co 
的 条 件 ， 二 阶 元 就 是 下 列 不 等 式 组 
(ai 五) 三 0 (i=1,*,1), 
(8 ,万 ) 委 1 ”| 
(a;,2H)EZ (=1,"…,!)， 且 至 少 有 
一 个 1(1 寺 1 三 DD (a1,H) EZ 


i 
的 解 。 设 妃 = >JtjHy， 
j= 1 
0<Cai,H) = Bisa HD) = C=1,%,D), 


1 
1 之 (pb,H) = SmarstyHy) = Dmitss 
19 . fi=l 
(2H,a1) =2 EZ, 


i 

因此 二 只 能 是 满足 > miti<1l 的 非 负 整数 或 半 整 数 。 这 只 有 以. 
f=-l 

下 三 种 可 能 ; 

Gi) 存在 其 一 个 11l<i<D, mi=2, ti =， 对 于 其 余 的 
jC 让 (<I<D， tj =0。 这 时 及 = 六 上 = 全 换 名 话说， 万 是 
相应 于 m; = 2 的 一 个 顶点 。 

(ii) 存在 某 一 个 i(1<i<D，m = 1 = 去 , 而 其 余 的 )( 失 
1)， i;=0 (<i<D. 这 时 ， =Hicm, =1); 换 句 话说 ， 时 是 
相应 于 mi = 1 的 一 个 顶点 与 原点 连 线 的 中 点 。 

《iii) 存在 某 个 :和 J ;, m1 = 二 1 t=t;= 了 ， 


而 其 余 的 KCIQKkSD， 都 有 二 = 0。 这 时 H= 志 CHi+Hj) Cns 
=m; =1)。 现 在 我 们 要 证 明 (iii) 实际 上 仍 可 归于 (ii 的 情形 。 为 
衔 便 起 见 ， 不 妨 设 及 = 到 (Hi + 甩 D)。 施 行 平 移 变 换 T(- 末 D)， 


HPH Hs， 显然 TC(-- 昌 ,)) ET, 邻 =TC-H2)。Co， 则 Ci 也 
是 一 个 胞 。 因 为 ms = 1， 万 :是 Co 的 一 个 顶点 ,从 而 原点 也 是 Ci 的 
一 个 顶点 。 设 Co 所 在 的 .Weyl 房 为 Wo。， Ci 所 在 的 Weyl 房 为 你 )， 
于 是 在 Weyl 群 中 存在 一 个 元 素 v, 使 得 忆 。W1= Wo。 不 难看 出 ， 
名 。Ci=Co。w 自然 令 原 扩 不 变 ， 

we。TC(-H)EW .TI, weT CC~H)Co=w. C= Co. 
和 而 弥 * T( 一 五 ;) 是 容许 的 变换 ， 它 将 五 ;上映 为 原点 ， 而 五 ! 则 映 


H 1 , 
成 某 个 顶点 元 二 ， 于 是 百 = 玉 CH + 厅 ?) 映 成 H = 二 "人 tH 
k 2 1 


仍 是 二 阶 元 ， 所 以 只 能 ms=1,H’ = 2. 由 于 esds 与 esdx 属于 
Jnt(9) 的 同一 共 罗 类 ， 从 而 Gi 归于 (ii) 的 情形 (参看 图 6.7)。 


总 结 上 面 的 分 析 ， 我 们 得 出 | 
定理 8 设 9 是 一 个 紧 单 实 李 代数 ， 其 余 记 号 如 前 ， 则 9 的 
对 合 内 自 同 构 共 轿 类 (以 O06 中 元 素 为 代表 元 ) 只 有 以 下 两 种 类 型 ， 
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Ca) 及 = 语 Hi (mi=]， 这 时 卫 是 顶点 有 Hi( 其 对 面 “ 增 ” 
的 系数 为 1 ) 与 原 点 连 线 的 中 点 ! 
(b》 万 = 二 Hi 《mi = 3， 这 时 用 是 Co 的 顶点 卫 百 ， 它 对 面 


“ 墙 ? 的 系数 为 2 。 
下 面 我 们 来 讨论 一 下 这 些 对 合 自 同 构 不 动 点 组 成 的 子 代 数 R， 
简称 之 为 它 的 特征 子 代 数 。 容 易 看 出 ， 对 合 内 自 同 构 2 的 特征 子 - 
代数 CP) 就 是 0, 中 相应 元 素 互 的 中 心 化 子 Ca 的 李 代 数 。 如 采 万 


是 Co 的 顶点 二 HiCmi =2)，(A) 中 已 说 明 ， 它 的 中 心 化 子 的 李 - 


代数 的 Dynkin 图 就 是 由 Cartan 多 面体 的 图 中 去 掉 表示 H 对 面 
“ 墙 ”的 点 所 得 的 Dynkin 图 。 这 时 rankh Cp) = rankg， 而 且 R 是 : 
一 个 紧 半 单 李 代 数 。 如 果 瑟 是 对 面 “ 墙 ”的 系数 为 1 的 顶点 H， 
与 原点 连 线 的 中 点 ， 这 时 (1;, 日 ) 和 ZZ，(6, 日 ) &Z， 而 对 其 余 的 
日 )， 都 有 ( 昌 ;,;H)=0EZ， 所 以 了 的 中 心 化 子 Ga 的 Dynkin 图 
是 由 Cartan 多 面体 的 图 中 去 掉 黑 点 及 表示 五 ;对 面 “ 墙 ”的 点 4， 
所 得 的 Dynkin 图 。 换 句 话 说， 由 的 Dynkin 图 中 去 扫 c; 而 得 
出 。 另 一 方面 ， 仍 有 rank&(p) = rankg， 所 以 RC) 有 一 维 中 心 ， 
而 不 是 半 单 的 。 

现在 我 们 来 讨论 G8 (Ga 的 单位 元 连通 分 支 ) 的 迷 向 表示 。 
由 于 G8 的 李 代数 是 &， 于 是 G/G8 在 基点 的 切 空间 与 同 构 , 下 
面 我 们 将 认为 G8 的 迷 向 表示 空间 就 是 p。 这 是 一 个 紧 致 李 群 的 
实 表示 。 为 此 ， 我 们 先 就 不 可 约 实 表示 作 一 些 讨论 。 

设 V 是 一 个 实 向 量 空间 ，Pf: G 习 GL( 让 是 紧 致 连通 李 群 G 
的 一 个 不 可 约 表示 。V@C 是 站 的 复 化 。o 自然 可 扩 成 为 到 VC 
上 的 表示 ， 记 为 PC: G 一 GL(V@C) .一 般 说 来 ，PCC 不 一 定 
是 不 可 约 的 ， 它 有 以 下 两 种 可 能 ; 

(i) pQc 不 可 约 ， 这 时 称 为 第 一 类 型 的 ， 

(ii) pPQC 是 可 约 的 ， 这 时 ? 被 称 为 是 第 二 类 型 的 。 
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现在 讨论 第 二 类 型 的 不 可 约 表 示 。 既 然 PCG@C 是 可 约 的 ， 间 
人 么 它 有 几 个 不 可 约 分 量 ， 它 们 之 间 有 什么 关系 ? 为 了 回答 这 些 问 
题 ， 我 们 尖 介绍 有 关 共 斩 的 一 些 性 质 。 在 复 向 量 空间 VC 中 存 
在 关于 了 的 共 斩 运 算 xFr 到 ，VGC =Y 中 了 (作为 实 辣 量 空间 )， 
而 且 xEyY 当 且 仅 当 x=z。 设 7 是 VGC 的 线性 变换 ， 则 可 定义 
了 如 下 xyx。 容 易 验 证 ?也 是 线 性 的 。 线 性 变换 令 V 不 变 
葛 充 要 条 件 是 ?= 了 (习题 ) .现在 回 过 头 来 讨论 2QC。， 既然 2@C 
是 可 约 的 ， 设 六 是 TGC 的 一 个 不 可 约 不 变 子 空间 。 不 难看 出 
及 ,={58 XEVi} 也 是 不 可 约 不 变 子 空间 。 现 在 我 们 证 明 六 让 六 
= {0}。 事 实 上 ， 因 为 VN 了 i 也 是 VC 的 一 个 不 变 子 空间 ， 由 
六 的 不 可 约 性 可 知 ， 只 能 Vi 首 P1={0}, 令 V' =ViBF1。 易 知 
V' 是 VBC 的 复 子 空间 ， 它 有 一 个 实 不 变 子 空间 Vo={x+53 
XEVi}(x+Z 显然 是 实 同 量 ， 而 且 

p(xX+2) = DC(X) +P(E) = p(x) + PX), 

疡 以 是 -不 变 的) .由 ? 的 不 可 约 性 ,只 能 是 VBC =VoBC = 广 . 
即 ， VOC = V1, Vu 了 1 均 是 PC- 不 可 约 的 。 另 一 方面 ,如 
果 和 是 P@Cly, 的 一 个 权 , 则 -4 则 是 2@CTv = poQ@CcIP 的 一 个 
权 。 因 此 ， 对 于 这 两 个 复 不 可 约 表示 来 说 ， 只 要 知道 其 中 一 个 的 
最 高 权 ， 则 另 一 个 的 最 高 权 也 就 确定 了 。 这 就 证 明了 下 述 引 理 : 

引 理 2 如果 P 是 一 个 第 二 类 型 的 实 不 可 约 表示 ， 则 POC = 
oo， 其 中 5 是 一 个 复 不 可 约 表 示 ， 从 而 2 由 它 的 类 型 及 SC 
的 一 个 最 高 权 所 完全 决定 。 

作为 一 个 练习 ， 我 们 建议 读者 自己 去 证 明 下 述 命题 : 

命题 6 ”两 个 实 不 可 约 表 示 0 和 Ps; 是 等 价 的 充 要 条 件 是 ， 

(i》 它 们 属于 同一 类 型 ， 

(ii) piG@C (i=1,2) 是 等 价 的 。 

推论 ”两 个 实 不 可 约 表示 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 属于 同一 类 
型 ， 而 且 它 们 的 复 化 有 一 个 相同 的 最 高 权 ，。 

现在 我 们 回 过 头 来 讨论 G3% 的 迷 向 表示 , 由 于 G8 与 G 有 相同 的 
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秩 , 我 们 可 以 取 一 个 公共 的 极 大 子 环 群 了 .不 难看 出 ,G& 的 迷 向 硼 
示 ? 就 是 表示 Ade(G 久 在 不 变 子 空间 p 上 的 限制 ， 而 且 容 易 证 
明 这 个 表示 一 定 是 不 可 约 的 (习题 )。 由 于 G8 与 G 有 公共 极 大 子 
环 群 了 外 所 以 2 的 权 一 定 是 CG 的 根 。 设 A 是 G 的 根系 由 于 
Ade(CcC8)RCR,AdcCGiPCp， 因 此 任何 一 个 aEA, 或 是 R 的 根 ， 
或 是 迷 向 表示 2 的 一 个 权 ， 而 且 cEA 是 2 的 权 的 充 要 条 件 是 
ti(X%a)= -oo 其 中 上 =esd 是 相应 的 对 合 自 同 构 , 而 入 。 是 相应 于 
a 的 权 向 量 。 基 于 上 面 的 分 析 ， 我 们 便 可 具体 决定 每 一 类 对 合 日 
间 构 所 给 入 本 


如 采 瓦 = 万 五 ni=25 这 时 已 是 Cartan 多 面体 的 一 个 顶点 s 


于 是 G8 的 Dynin 图 就 是 由 G 的 扩充 Dynkin 图 中 去 掉 ac; 所 得 的 
图 ， 因 此 G8 是 半 单 的 。 这 时 ， 最 高 根 % 是 G8 的 一 个 根 (因为 -? 
出 现在 G8 的 Dynkin 图 中 )， 从 而 不 是 迷 向 表示 的 权 。 现 在 我 们 
证 明 -ai 是 迷 向 表示 的 一 个 最 高 权 。 事 实 上 ， 对 任何 4j;G 半 DD)， 
一 Qi 十 CG) 不 是 根 ， 而 且 一 04:+ (一 9》 = 一 《8+a;) 也 不 是 G 的 根 
(因为 * 是 最 高 权 )。 这 意味 着 ，- at + 0a] Cs) 及 -+ 人 
均 不 是 迷 向 表示 的 权 ， 而 ~ ai 本 身 是 一 个 权 ， 押 以 - ai 一 定 是 一 
个 最 高 权 ， 另 一 方面 ， 利 用 Weyl 维 数 公式 对 每 类 紧 单 李 群 直接 
计算 可 以 验证 ， 以 -a; 为 最 高 权 的 不 可 约 表示 的 维 数 恰 为 dimp 
(请 读者 作为 练习 来 完成 ) .这 表明 CE 的 迷 向 表示 是 第 一 类 型 的 . 
以 一 4; 为 其 最 高 权 。 


如 果 刀 = 症 末 (mi = 1) ,这 时 甩 是 相应 顶点 与 原点 过 线 的 中 


点 , 因此 G8 的 Dynkin 图 是 由 G 的 Dynkin 图 中 去 掉 4; 所 得 的 图 . 
由 此 可 知 ，G8& 有 一 维 中 心 。 类 似 于 前 的 讨论 可 知 ，- 0; 是 一 个 最 
高 权 ; 另 一 方面 ，C 的 最 高 根 $ 不 是 G8 的 根 ， 从 而 一 定 是 迷 辣 表 
示 的 权 ， 显 然 它 也 是 一 个 最 高 权 。 由 于 有 两 个 最 高 权 ， 所 以 迷 疝 
表示 一 定 是 第 二 类 型 的 。 四 
根据 上 述 分 析 进 行 具 体 计 算 ， 并 把 结果 列 成 一 个 表 ( 表 6.1) 。 
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9 Dynkin 图 
(Cartan 记 号 ) z 
A (4A1 ,>1) 1 2 I-1 |! 


a 


i 
BI (Bo ,I22) ~ 


C1 (Oi ,>3) - 0 一 OO ++: Oso 


a 


| -~  _ 


DI (Dr ,lh) 1 


CE 
ett 


EV (EB,) 
EVI 
EVI 


EV (CE,) 
BK 


F 1 (PF.) 
Fl 


G0,) 
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| 
| 2H(p=edf ) 8 Cp) 迷 向 表示 @ 
| 
Hi 
RDAL DOI-1(AL -1) 
| 7 一 1 
| Hi(2gig [本 ]+1) | RG4 64 oiddi dBA 
| i 
| H ROB -_: (4 )Q (41)@® 
1 + 2 全 
万 ! A1DAQB 1 ., oo1 (Bris) 
] Hi (Si Pi oo 
Hi Dl! 心 ) 
一 一 一 -过 RB 0 
| 1- 
a GES+1) eecr- oi@o 
一 一 H, RODPI_ 1 
] H, A.PBAPDDI _， oO0100, 
I 
] A, (s<ig[- ]) Di 外 Dr .i WW 
] Hl RBAL., 2, 
| 
| 4 由 4。 WI, 
: 2 
A, lr 
| A.DD, 《os 无 旋 表 示 ) 
RADE, | 
D,， @。《 旋 表示 ) 
A.DE, DIODI 
上 ,BC， “ OD, 
B, 人 , 
A,DA, DID! 


它 实 际 上 给 出 了 所 有 类 型 的 由 对 合 内 自 同 构 所 决定 的 实 单 李 代 
数 。 在 表 6.1 中 ，w1(41) 表示 人 4: 的 基本 表示 wi， 即 : 最 高 权 0%， 
满足 (oi,aj) = 5 (1<7 委 六 的 不 可 约 表示 。 其 余 类 似 。 

(c) 对 合 外 自 同 构 的 共 斩 分 类 及 相应 前 实 单 李 代数 

为 了 讨论 对 合 外 自 同 构 ， 我 们 先 要 将 第 三 章 中 的 极 大 子 环 群 
定理 作 某 种 推广 。 

设 9 是 一 个 紧 致 半 单 李 代数 。 任 取 poEAutg， 令 3p, 是 Pe 
在 Aut 9 中 的 中 心 化 子 ， 即 #36, = {PEAut8; po0-1=Do。 它 月 
然 是 Autg 的 一 个 闭 子 群 ， 因 此 也 是 紧 致 的 。 一般 说 来 , 它 不 一 定 
是 连通 的 。 令 电 是 386, 内 的 最 大 可 换 子 群 ， 电 也 是 闭 的 ， 所 以 也 
是 紧 的 。 一 般 说 来 ， 它 也 是 非 连通 的 。 令 万。 是 瓦 的 单位 元 连通 
分 支 ， 刀 。 自然 是 一 个 子 环 群 。 由 于 Autg/Intg 是 有 限 的 , 所 以 H 
b 只 有 有 限 个 连通 分 支 ， 其 中 包含 pe 的 连通 分 支 是 po 互 。， 记 为 
Hp 称 之 为 包含 Po 的 最 大 连通 可 换 集 。 显 然 ， 当 DoE intg 时 ， 
万 。 就 是 mtg 的 极 大 子 环 群 ， 而 且 太 ,。= He。。 由 此 可 以 看 出 最 
大 连通 可 换 集 是 极 大 子 环 群 的 一 种 推广 。 

作为 极 大 子 环 群 定理 的 推广 ， 我 们 有 下 列 定理 

定理 9 设 9 是 一 个 紧 半 单 李 代 数 ，Po 是 9 的 一 个 自 同 构 ， 
岂 对 于 porIntg 中 的 任何 元 素 # ， 一 定 存在 一 个 元 素 7yE Intg， 使 
得 ypY” E 万 。。 

这 个 定理 的 证 明 与 极 大 子 环 群 定理 的 证 明 是 类 似 的 ， 这 里 不 
再 进行 。 

现在 我 们 进一步 乔 清 Hs ,的 结构 , 令 9o ={X EQ;Po(X)=X)}, 
它 是 8 的 李子 代数 。 通 过 简单 的 计算 可 以 证 明 ，aqgo 就 是 iaw 的 
李 人 代数。 因为 瑟 。 是 in 的 极 大 子 环 群 ， 所 以 它 的 李 代 数 就 是 
adgu 的 一 个 Cartan 子 代 数 ad tu ， 其 中 to 是 go 的 一 个 Cartan 子 
代数 。 从 而 万 。= esa'to = {esa6i HEto}, 并 -上 且 Hp =poverd'o 。 

考虑 正 合 序列 1 一 Int9->Aut9->Aut8/Int 9 一 1。 册 本 节 命 题 3 
可 知 ，Autg/lntg 同 构 于 Dynkin 图 D(9) 的 自 同 构 群 。 通 过 直接 
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计算 可 知 ， 只 有 当 9= An,Da 及 E6 时 ， 这 个 群 是 非 半 几 的 ， 而 
且 除 刀 之 外 均 与 Z; 同 构 。 对 任何 PoEAut9/Intg， 视 其 为 
Dynkin 图 的 图 自 同 构 ， 它 给 出 素 根 系 本 身 的 一 个 等 距 变 换 。 由 
紧 单 李 代数 的 分 类 定理 的 证 明 可 知 ， 它 可 以 扩 成 8 的 一 个 自 同 构 
Po， 使 得 

(i) Po 邻 9 的 一 个 固定 的 Cartan 子 代 数 不 变 ， 

(ii ) pu(r) = zx， 其 中 工 是 9( 或 8 多 0) 的 相应 素 根 系 ; 

(iii) poCXae)=Xapoe) VOiEA， 其 中 X。, E91 是 
969C 的 Weyl 基 中 的 元 素 。 

这 样 的 Po 叫做 正则 自 同 构 . 如 条 正则 自 同 构 2 是 内 自 同 构 ， 
容易 看 出 ,P。 只 能 是 恒 同 映射 ,因此 若 Po 志 id,Po 一 定 是 外 自 同 构 ， 
而 且 除 了 9= D 之 外 ，Ap 一定 是 对 合 自 同 构 。 

由 于 Po《7) = xX， 所 以 Po 令 基 本 胞 Co 不 变 ， 从 而 Po 在 C。o 
内 部 一 定 有 一 个 不 动 点 Xo, 关 o 自然 在 9o 之 中 ， 这 就 证 明了 go 所 
含有 正则 元 ，Xo 在 9 内 的 中 心 化 子 就 是 9 的 Cartan 子 代 数 b ,而 

它 在 9 内 的 中 心 化 子 就 是 9。 的 Cartan 子 代 数 b0， 从 而 bo= 昌 站 
gu。 这 就 是 说 ，b 是 po 在 8 内 的 特征 值 为 1 的 子 空间 ， 于 是 pv。 
Intg9 的 任何 元 素 一 定 内 共 轿 于 一 个 元 素 P=Por*e**， 其 中 HE 

= {XEb， pol(XX)= 半 }。 这 就 证 明了 下 面 的 定理 ， 

定理 10 设 o。 是 令 9 的 一 个 固定 的 Cartan 子 代数 0 不 变 的 
正则 自 同 构 ， 令 Po 是 po 在 ! 内 相应 于 特 值 1 的 子 空间 ， 则 Po， 
Intg 中 的 任何 元 素 一 定 内 共 罗 于 Poe* AH， 其 中 五 多 bo。 

完全 类 似 于 (A), CB) 的 讨论 ， 对 于 紧 李 代数 9"( 以 后 我 们 将 
证 明 g。 是 单 的 )，b 是 go 的 Cartan 子 代 数 。 令 cc 是 9 
的 素 根系 ，2 = mai + 二 mo 是 它 的 最 高 根 ， 则 对 任 何 皇 和 

(HE0o)， 一 定 存 在 YEInt8o(CCInt9), 使 得 ye =e 1 ， 
珀 H’ Ebo 满 吓 (64, 恕 ) 宇 0 (过!n) 及 《9 五) 委 1 。 由 于 
YElIntg6。， 所 以 poy = YPp。( 因 为 oo 在 ge 上 作用 是 恒 等 作 用 ), 故 
条 得 知 ,车 p = poe*4#, 则 YPY-!= Po。esaa 。 这 就 得 出 下 列 引 理 ， 
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引 理 5 任何 2Ep2o，Intg 一 定 内 共 罗 于 Poe**f， 其 中 HEbe 
合 于 : (81 号 ) 守 0G=1, 呈 ,0) 及 C8, 晶 ) 达 1, 其 中 oanr 是 
go 关于 bo 的 一 组 素 根 系 ，? 是 相应 的 最 高 根 。 

我 们 的 目的 是 对 于 对 合 外 自 间 构建 立 类 似 于 (8B8) 中 的 定理 8 
的 分 类 定理 放 为 此 我 们 首先 必须 弄 清 96 的 素 根 系 {aa az) 与 
9 的 素 根 系 {91,…… ,41} 之 间 的 关系 。 我 们 先 介绍 几 个 引 理 ， 它们 
的 证 明 都 比较 简单 ， 我 们 留 给 读者 作为 练习 。 

引 理 4 设 g, 是 紧 李 代数 9 的 子 代 数 ，8 和 bo 分 别 是 9 和 
09 的 Cartan 子 代 数 ， 且 boS5, 则 9 关于 bo 的 根 必 和 定 是 9 关于 上 
的 根 在 ge 上 的 限制 。 

引 理 5 设 ! 是 紧 李 代数 9 的 Cartan 子 代数 ， 如 果 aa 
是 0 内 [个 线性 无 关 的 根 ， 而 且 9 关于 0 的 任何 一 个 根 均 可 表 为 
它们 的 非 负 (或 非 正 ) 整 线性 组 合 ， 则 {9Q1,…,41} 是 9 关于 日 的 一 
组 素 根 系 。 

设 po 是 紧 单 实 李 代数 9 的 正则 对 合 自 同 构 ，8bcCb 如 前 ， 上 出 
引 理 4 可 知 ，9 的 关于 po 不 变 的 子 代数 9 关于 bo 的 根 是 9 关于 
b 的 根 在 6。 上 的 限制 ， 设 a 是 9 的 根 , 它 在 bb 上 的 限制 记 为 cx 。 


设 9 的 素 根系 工 满足 P(x) =x， 容易 证 明 ; a = (c+ po(Ca)) 。 
事实 上 ， 
1 io- 工 
po slo+po ) )= 5 LPe(o) + oa, 


,1 
Britha Lo + pooa) Ebo, 对 任何 HE bo， 
(a, H)= (Po(a) ,Po CH)) = (pol0) ,H), 
所 以 a’ = [Pol0)] 。 这 就 证 明了 0 = 去 [a+ pola)]。 如 果 ai， 


a;EA, 有 LQ =07， 则 
Qi+Po(Qi) = 0;+ Po(0;), 0o(ai)y Pol01) EA. 
于 是 或 者 2;= 2) 或 者 ai = Apo(Caj)。 设 亏 ={a… 和 Gil)， 人 XT ee 
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{a 0 } 是 号 ，…,a4 中 两 两 不 相同 向 量 的 集合 。 我 们 要 证 
期 的 是 ， Xx 是 go 的 素 根 系 。 
事实 上 ， PoCX4a) = Xp C=1,°,0), 因此 XX。， 十 
Xp Ego, 如 果 HE bo, 都 有 
(a;, H)= (poC0;) ,Po CH)) = (pola1) , H), 
即 o = po(at) 。 于 是 对 任何 Ho€ 696， 都 有 
LHo, Xo , + Xp as) = Qi (HO(Xs,, + Xp lai). 


所 以 oa' 确 是 9 的 一 个 根 ， 

现在 证 明 a1 ,42,*…,01, 是 线性 无 关 的 。 设 有 

nn Qt tn 0 =0, 
出 有 : 
ni (Car Po(aD) te + Nn’, (a, + Pola1 )) =0, 

当 po(ai) =ai 了 时 ， 令 mi=2048 当 Po(a4) =0jC 妆 DD 时 , 令 = 
j=ne 由 于 Do(Tr) = TF， 上 式 可 改写 为 ， TIC + 十 PIC =0。 
因为 mm,…，,a: 线性 无 关 ， 只 能 是 mm=… 和 =n=0 从 而 mm= 
= mi =0。 这 就 证 明了 {01，…,04. } 是 线性 无 美的。 由 引 理 4 ， 
go 的 任 一 个 根 一 定 是 04,… ,a4, 的 非 负 (或 非 正 ) 整 线性 组 合 。 
再 由 引 理 5 可知，x 是 96 的 素 根 系 ( 又 由 于 to 含有 9 的 正则 
元 ， 任 何 o 在 8。 上 的 限制 一 定 不 为 零 ， 因 此 dimb。=! 。 这 就 同 
村 证 明了 8。 是 半 单 的 )， 

今后 ， 我 们 称 正 则 对 合 自 同 构 po 的 不 动 扩 子 代数 9 为 正则 
特征 子 代数 ， 

下 面 ， 我 们 具体 给 出 4 ,Di 和 Es 的 正则 特征 子 代 数 。 


Al Che ea) 
G1 02 Gi- 0 


， lt+l 
PuCGi) =r1- 419 i= 1 ,| 2 |. 
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-ji _ | C—O 
A 一 2k., Qo 一 Brs Gl Qs Gf Gp 

- _ _ C 一 一 一 如- 一 … 一 OF 
若 i =2k+1,00= Ci G9 C2 a a 

其 中 ax,， 一 QE 1e 
DD QI 一 : 
以; C2 们 【一 2 
ar 


po(ai-i) =Q1, Poloi)=a 《1 委 ! 委 /一 2)。 


人 we oO 
go = Bl-, Qs Qs Gj- qi-: 


Ee ar Q2 Gs Gs | 
Ce . 
po(o1) = 0 Po(Q,) 二 Qs poCa,) = Qs, PoCa,) = Ge 
一 人 一 一 一 人 CR 一 
90 = 了 4， 0! as 02 Q4 


其 中 as = as ay = 04。 
有 了 上 述 准 备 ， 我 们 可 以 建立 对 合 外 自 同 构 的 分 类 定理 了 。 
定理 11 如 果 p 是 一 个 对 合 外 自 同 构 ， 则 e 或 者 共 斩 于 正 
财 对 合 自 辣 构 00， 或 者 共 斩 于 0 =poes2 (EEbo)， 其 中 瑟 合 
于 下 列 条 件 ， 在 {a1,…,21’} 中 只 有 一 个 素 根 ， 记 为 cf， 使 得 


; 1 
(oi1sH)= »， (ar»H)=0 (Ck 1), 
而 且 在 最 高 根 4= miait+ 二 轴 1'01' 的 系数 中 的 mi 或 是 1 或 是 
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2，0a=o=Do(c) (车 所 将 Po(41)， 则 2’ 共 绒 于 P0)， 
证 由 引 理 3 ,po 一 定 共 轿 于 po*esaz ， 其 中 H' 满足 
(Qi,H’ D0 GG=1e Ly), (4 ,H’)ZI, 
因为 po 与 esda 可 交换 ，1 = (porerdH8 ')?=p2werd2#H ， 而 Po 是 下 
则 对 合 自 同 构 ， 自 然 238=1， 所 以 es 也 是 对 合 的 。 由 (B) 中 
的 分 类 定理 可 知 ， 一 定 存在 一 个 yE Int 90，Ye*a# 7y-1= esdz ,其 
中 万 满足 定理 中 除了 01 三 Qi = po(Q1) 之 外 的 一 切 条 件 。 因为 YE 
Intgo， 所 以 》 与 po 可 交换 ， 因 此 
ypoesdd y-1 = porerdH, 
最 后 我 们 证 明 ， 若 aspo(a)， 则 povesdax “ 共 斩 于 pu， 事实 : 
上 上 ， 由 p7 = pore*a# 中 HH' 的 性 质 可 知 ， 
Pp (Xa )= ~ Xp ta)) » Pp” (Xp a)) )= -Xs 


P (Xa.,) = Xp" (0,) Caiss0 HL GiRPoC0)), 


取 y 是 满足 
ya;1)=0,, VY(Xso,)= — Xie,, YCX4a,) = Xa, (1>1) 


的 一 个 自 同 构 ， 易 知 7YEInt g9， 且 易 验 证 YP*?Y-!1= po. | 

这 个 分 类 定理 及 (B) 中 的 分 类 定 理 合 在 一 起 ， 就 给 出 了 对 合 
自 同 构 的 完全 分 类 ， 

最 后 我 们 讨论 对 合 外 自 同 构 的 特征 子 代数 k 及 其 迷 向 表示 的 
最 高 权 。 先 讨论 正则 对 合 自 同 构 Po 的 情形 。P。 的 中 心 化 子 G。, = 
{PEAut g; ppo= Pop} 以 正则 特征 子 代数 g 为 其 李 代 数 。G,, 的 
迷 向 表示 就 是 Ad(G$,) 在 9/9o2p 上 的 限 制 (G9, 是 C。 的 单位 元 
连通 分 支 )。 类 似 于 (GB) 中 的 情形 ， 这 个 表示 的 权 一 定 是 9 的 
根 在 be 上 的 限制 。 于 是 9 的 根系 A 可 分 为 两 部 分 ，A =A,UA，,， 
Al 在 9% 上 的 限制 是 9 的 根 , 记 为 Ai1,A, 中 的 根 在 bo 上 的 限制 是 
上 述 表示 的 权 ， 记 为 Ai。 前 已 说 明 ， 这 个 表示 是 不 可 约 的 ， 为 
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决定 它 的 最 高 权 ， 我 们 先 来 考察 一 下 9 的 最 高 权 ? 在 bo 上 的 限 
制 ?”。 若 ? EAs, 则 它 就 是 表示 的 最 高 权 车?E 人 Ai， 则 它 是 
9o 的 最 高 根 。 由 于 这 两 个 根系 的 次 序 是 相 容 的 ， 因 此 ， 为 找 报 
权 95， 只 要 在 A 中 找 出 最 高 的 根 m 即 可 。 由 根 系 的 结构 可 知 ， 
人 A 的 任 一 正 根 a， 一 定 可 以 由 最 高 根 ? 逐次 减 去 其 些 素 根 4 而 得 
出 ， 使 得 每 次 减 去 一 个 素 根 之 后 所 得 的 仍 是 一 个 根 。 男 一 方面 ， 
若 coif =oi， 则 arEA, 如 果 9- oa 是 A 的 一 个 根 , 则 9 一 0 和 Ai 
(注意 ， 为 使 -ciEA, 必 须 有 (ai) 关 0)。 由 此 可 知 ， 为 得 到 
一 个 属于 Ai 的 根 ， 必 须 减 去 一 个 满足 of 盖 ai 的 根 才 行 。 因 此 ， 
如 果 po =9 一 ai 一 Qiy 一 “… 一 G14 是 AA; 中 的 最 高 根 ， 则 必须 有 
(PA)EO0, (Gi) 0, O11 90147 = 0 

而 且 fi = 0 C=1,e ,KR 1), Qi = 这 样 的 根 链 {9;,,…， 
ai,} 由 9 的 扩充 Dynkin 图 ( 即 ， 在 8 的 Dynkin 图 添上 最 低 根 
所 得 的 图 ) 中 很 容易 找 出 。 事实 上 ， 由 于 这 个 图 解 由 1，,…,01 及 
~9 所 连 成 ,我 们 很 容易 找到 一 个 连通 根 链 {Q31,,*… ,01 ai 与 ~? 
相连 ， 而 ci ,是 第 一 个 注 足 ai 盖 0i 的 素 根 。 下 面 我 们 对 4r Di 
及 Ee 具体 求 出 po: 

hi 最 高 根 9=A4A+ 罗 +Ai。 

当 !L=25 时，2 =2(of+…+ot)。 易 知 %EA2， 所 以 它 就 
是 9 。 

当 !L=285+1 时 ，9% =2ciI+o+2ck+ohai 容易 算出 9 和 
.A1。 由 扩充 图 解 


~ 
~9 
Po=Y 一 QI=Qi+ee 十 QI-19 


:所 以 


gh = +Q0S+ e+ OF+OLs1e 
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D! 最 高 根 ?=al+20s+ s+201.2+Q1-.1+Qje 
1 =0iT+2al+。+20 +20c1 1，， 


因此 9 EA1。 DD 的 扩充 图 解 为 


Qt—i 
Qi Qs CI 一 2 < 
| 位 
一 作 1 
所 以 
Po=P— Hm Qa -O20 +O+t to tor 
从 而 po = te toast+QiL1。 


Ee 最 高 根 ?=al +a6+2(0, + Qs) +3as+2a4。 


9 =29a1 +402 + 307 + 0204s 


显然 ?”E Ai。 其 扩充 图 解 为 


Ql G2 Q3 Qs Qe 
Qe 
一 全 


所 以 go=91 -0 一 0 一 oo=0+o+a + 0 + 0+ 0 
因此 po =201+3a2+203 二 04。 

让 我 们 来 讨论 一 下 一 般 对 合 外 自 同 构 2 的 特征 子 代数 k。 由 
分 类 定理 ,我 们 可 设 2 = 2o"e*d2 ,po 为 正则 对 合 自 同 构 , H € to， 
且 湛 足 


CafsH) = Ci) =0 (>D, af=a= pa). 
我 们 将 证 明 ，{as,…,a1’, -po} 构 成 的 素 根 系 ， 而 且 迷 向 表示 


的 最 高 权 是 - ci。 首先 ， 由 于 wm 中 包 含有 ai， 因 此 ， {(Q2，…， 
az 一 9%o} 显 然 是 线性 无 关 的 。 由 引 理 5， 我 们 只 要 证 明 & 的 任 
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柯 一 个 根 均 可 表 为 
土 (S1(C— 90) + So02 十 %。 十 Si170777 
物 形 式 ( 其 中 5; 宇 中 即 可 。 
设 a 是 有 的 一 个 根 ， 不 妨 设 
a = 土 (ai++o0)，m=0),1 或 2，Pi 人 0。 
若 n =0， 则 a 已 是 ce 的 组 合 : 若 =1， 再 分 两 种 情形 
讨论 ， 如 果 ps(a) 关 Ga， 则 ao EAss 车 po(a) =a, 由 于 (9 ,HD= 
(os ED = 十 ， 改 PCX) = -po(CXo)， 但 是 PCo) = moCa) =0 
因此 Xu。ER,p(CX。) =Xo， 从 而 有 poCXo) = - X。, 这 表明 XX。 气 
hR， 即 ，aEA;，oEAs。 因 此 无 论 如 何 总 有 oEA:。 设 ”yo = 
F014 十 eee 十 了 11 0 ， 则 a 可 表 为 
a 二 土 (90 一 如 0 一 一 0 7 0<ii ri, 
出 前 面 的 计算 可 知 ， 总 有 r=1， 所 以 =1 或 0。 者 =0， 
Q/ = + (po0— ts0% ~ oe — tl 0 7)3 
著 与 =1， 则 
a’ = 土 ((ra 一 如 )02+。+TCT ti ) 0 ), 
最 后 ， 君 =2， 最 高 根 $ = 人 ai + 十 级 有 a 中 1 =2,2 可 
a’ = + 一 0 一 一 01 7)9 
由 于 轴 =m4=2， 所 以 4.=0。 另 一 方面 ， 直 接 计算 可 知 ，294>> 
wm '， 所 以 9 可 表 为 
a’ = 二 (280 ~ Ve0 Oo V1) 
= Vat+ ot a +2C -00))。 
这 就 证 明了 {a2,…,014' ;一 ?96} 是 一 组 素 根 系 ， 
为 证 明 迷 向 表示 的 最 高 权 是 - 421， 只 要 证 明 一 0 + qt 及 -0 
+ 《一 4) 均 不 是 权 即 可 。 由 于 所 有 的 权 均 是 9 的 根 在 % 上 的 限 
制 ， 因 此 它 必 有 C904+…+tia4' 的 形式 (0)。 由 wa 
1? 的 线性 无 关 性 马上 可 知 ， 0+04 均 不 是 权 (( 之 2)。 又 由 于 


246 


. 名 +) od 
° 0 多 -加 加 一 Em | nis 
( 光 亲 陛 92) '@ ra 1 MD oy (a) I 
2 
z "4 
和 和 $I 
'@ OW'w Wi-ig x!d oly 9 Ci 1 OIA 
bd TH? | 
i~1g -2 和- ud 40) IC 
全 人 . 
/8 一 
10 pe od C4)1IV 
> ‘0 tH 
iFi 六 
/6 一 
he “og CArp)y IV 
Cr + [2 
3D ap 9 i 
4 19 _ "~¥o $y 所 9 如 ~ 0 (‘11W)IF 
a OE ee oo Cd Oho [ | 
(0) (,'w - 慰 旺 ) 雯 国 & pe" Ud 5 
“ 百 


247 


(ai +9o0) = o 二 9sa+0o， 如果 ca+o 是 根 的 话 ， 则 它 一 定 
在 人 A。 中， 有 即 a1+96 EAs， 这 与 6 最 高 这 个 事实 相 了 矛盾 。 因 此 
它 不 可 能 是 权 ， z 

我 们 在 表 6.2 中 给 出 对 合 外 自 同 构 的 分 类 及 相应 的 实 单 李 代 
数 。 与 (B) 类似， 万 ，…, 五 六 是 0 ,… ,41 的 对 偶 基 。 
习 题 
1. 设 ui, us 是 复 半 单 李 代 数 gc 中 的 两 个 紧 致 实 半 单 李 代 
数 ， 且 uicoCc=gc (1= 1,2)， 试 证 必定 存在 一 个 gc 的 复 | 自 辐 构 ?， 
使 得 8Cul) = ts。 
， 设 9c 是 一 个 复 半 单 李 代 数 ， 试 证 9c 也 是 一 个 实 半 单 李 
仇 四 即 只 保留 它 的 实 线 性 结构 时 也 是 半 单 的 )。 求 这 个 实 半 
Cartan 分 解 。 
. 设 8 是 一 个 实 半 单 李 代 数 ，B(X,Y) 是 它 的 Killing 型 。 
试 求 二 -次 型 B(X,X) 的 一 对 极 大 正定 子 空 间 9; 和 极 大 负 定 子 
空间 9-， 满 足 B(8+,8-) =0， 亦 即 ， B1。+ 正 定 ，B|。- 负 定 ， 且 
9 = 9,D9-。 
4. 设 9 是 一 个 实 半 单 李 代 数 ，9 = kGpip 是 9 的 一 个 Cartan 
分 解 ， 试 证 R 是 9 的 一 个 极 大 双子 代数 。 
S5.。 设 5=Rihpi=R 中 p: 是 实 半 单 李 代数 的 两 个 Cartan 分 - 
解 ， 试 证 必定 存在 9 的 一 个 自 同 构 ?， 使 得 
_ f = k,, 
(Pi1) = Pze 
6. 试 证 对 于 两 个 平行 平面 x71, 7s 的 反射 对 称 的 组 合 是 一 个 
平移 ， 且 平移 的 距离 是 ri,zs 之 间距 离 的 两 倍 。 
7. 试 证 对 于 两 个 相交 于 直线 ! 的 平面 ri, zs 的 反射 对 称 的 
组 合 是 一 个 以 i 为 轴 的 旋转 ; 且 其 转角 为 XT 之 角 的 二 面 角 的 
8. 汪 证 由 反射 对 称 的 适当 组 合 可 以 得 出 中 心 对 称 ， 
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9， 试 证 所 有 对 于 过 p 点 的 平面 的 反射 对 称 构 成 GCp( 与 
0O(C3) 同 构 ) 的 一 组 生成 系 。 
10， 设 cEO() 是 一 个 对 合 正 交 抢 阵 ， 亦 即 o“ = 证 ， 则 o 是 
-1 是 0 的 特征 多 项 式 的 一 个 单 根 ， 
， 试 由 本 章 的 定理 3 及 其 推论 说 明 对 称 空 间 M 的 保 长 变换 
群 COD 具有 自然 的 李 群 结构 。 
”12， 试 证 任 给 正 交 对 合 李 代数 (9,c,Q) 都 可 以 分 解 成 下 述 
直 和 


(9,0,0) =D2 (9101,01), 9 = kDpi 
11 


其 中 每 个 了 ;都 是 ad ;- 不 可 约 的 。 
13. 试 证 一 个 正 交 对 合 李 代数 (9,0,Q) 是 半 单 的 充 要 条 件 
就 是 Lpb,p]=R。 

14， 试 证 对 于 任何 一 个 半 单 正 交 对 合 李 代数 (8,0,8)， 都 
存在 一 个 对 称 空间 M = GCM)/K， 使 得 9,k 恰 好 就 是 GCM) 和 的 
李 代 数 ， 且 (人 ,0)2TMp， ( 保 长 同 梅 )。 

15， 一 个 连通 半 单 李 群 G 的 两 个 实 不 可 约 表 示 Pi 和 Ps 等 价 
的 充 要 条 件 是 

(1) 它们 属 同一 类 型 ， 

(2) P169C(Ci=1,2) 等 价 ， 

16， 设 9 是 紧 李 代数 8 的 子 代 数 ,b 和 bo 分 别 是 9 和 96 的 Cartan 
子 代数 , 且 如 守 。 则 96 关 于 ;的 根 必 定 是 9 关于 4b 的 根 在 go 上 
的 限制 ， 

17, 设 8 是 紧 李 代数 9 的 Cartan 子 代 数 ， 如 果 aaz，…， ai 
是 5 中 的 ! 个 线性 无 关 的 根 ， 而 且 9 的 任何 一 个 根 均 可 表 为 它们 
的 非 负 (或 非 正 ) 整 线性 组 合 ， 则 {ac ,9441} 是 8 的 一 组 素 根系 。 
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附录 一 ” 紧 致 群 的 不 变 积分 让 在 定理 


在 第 一 章 8$1 之 末 ， 我 们 将 一 个 尝 致 群 G 上 的 连续 函数 求 平 - 
均值 运算 1， CCG) 一 CC 或 R) 的 存在 性 和 唯一 性 叙述 为 第 一 党 
的 定理 1 而 未 加 论证 ， 其 用 意 在 于 不 要 让 技术 性 的 论证 过 旱地 干 
扰 了 有 尝 致 群 表 示 论 的 主要 想法 一 一 平均 法 一 一 的 肖 然 发 展 ,当然 ， 
这 个 定理 就 是 平均 法 对 于 紧 致 群 普 遍 适 用 的 理论 依据 ， 绝 对 有 加 : 
以 证 明 的 必要 。 这 也 就 是 我 们 在 这 个 附录 所 要 讨论 的 课题 

让 我 们 先 来 分 析 一 下 定义 在 G 上 的 一 个 连续 冰 数 f(x)E 
CCG) 和 它 的 平均 值 1( 人 之 间 所 应 有 的 关系 。 

分 析 

(a) 平均 值 运算 1: C(G) 一 C( 或 R) 的 基本 性 质 是 ， 

1) 线性 ， 

ICAf THRh)=ATICOF) tHICA), VALEC, fhECCG), 

2)〉 不 变性 ，1(f6)=1(f)， 其 中 fo Cx) =f (xa)。 

3) I1(c) =c， 其 中 c 是 一 个 任 给 的 常 值 函 数 。 

4) 车 了 (x) 守 0C(xXEG)， 则 IC(f) 宇 0， 而 且 仅 当 f(x) 寺 0 有 时 ， 
1(f) =0 (这 时 f 自然 是 实 值 冰 数 )。 

5) 连续 性 ， 当 fa(X) 在 G 上 一 致 收敛 于 jx 7 时， 则 有 1 (fF 
—1(f), 

(b) 设 A={aiy1!Im,a; EG}), 令 


M(A,7) (CX) = Df xas), 
i=1 


则 容易 由 1) 和 2) 得 知 
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1CMCA,1) = BI )=107). 


(ce) 在 G 是 有 限 群 或 G=5S! 的 情形 ，T( 力 的 定义 是 已 知 的 ， 
亦 即 


-_ 工 -1 [p00 
TCD = TD 之/7 9) 和 I(/)=5 | je?7d6。 


但 是 ， 我 们 也 可 以 用 (b) 中 所 引入 的 M(4, 有 来 加 以 统一 。 当 GG 
是 区 阶 有 限 群 时 ， 即 1G1 =m， 则 显然 有 


MG = 六 fra = 369) =10) 
a ,EG gEG 


对 任何 xEG 成 立 。 当 G 是 St 时 ， 取 Am= {er ;0<k<m )， 
则 不 难看 出 ， 当 m->co 时 ，M(CAn, 了 一 发 收 化 二 党 值 函数 


I(f) = Lf "fcer)ay 
~ 2x ]。 ” 


《4》 上 面 三 瓜分 析 ， 提 供 了 一 个 证 明定 理 1 的 自然 途径 ， 那 
就 是 对 于 一 个 给 定 的 fjE CCc)， 设 法 证 明 满足 下 述 性 质 的 一 系 
列 有 限 集 { Amj} 总 是 在 在 的 ， 即 
《# ) MAm,f) 一 致 收敛 于 一 个 和 党 值 国 数 。 
换 名 话说 ， 若 以 SS 表示 一 个 函数 &E CCG) 的 振幅 ， 即 
Sh) = max{h(x)}— min{h(x)), 
则 性 质 (*)》 也 就 是 : 
SC(M(Anm;,f))—>0 (m->00), 
《e) 对 于 一 个 拓扑 群 G 上 的 国 数 ， 古 典 分 析 中 的 一 致 连续 性 
有 一 个 自然 的 推广 
定义 一 个 定义 于 G 上 的 函数 f(x) 被 称 为 在 G 上 一 致 连续 ， 
敌对 任 给 s>0， 存 在 单位 元 。 在 G 中 的 一 个 邻 域 U， 使 得 
xXy“"1EU=——> [f(x) - f(y) |<e, 
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Mr ee rte | 


在 G 是 紧 致 群 的 情形 ， 也 不 难 用 十 典 分 析 中 同样 的 证 法 证 明 
女 上 的 任何 连续 国 数 都 是 一 致 连续 的 ( 先 对 G=sS: 的 情形 采用 
古典 证 法 ， 就 容易 看 出 它 也 是 普遍 适用 的 )。 

再 者 ， 对 于 C(G)? 中 的 一 个 给 定 的 函数 子 集 4， 我 们 也 可 以 
把 古典 分 析 中 的 一 臻 连续 性 推广 如 下 ， 

定义 G 上 状 数 子 集 4 被 称 为 是 一 致 连 续 的 ， 老 对 于 任 给 
s 六 0， 总 是 存在 单位 元 e 的 在 G 中 的 一 个 邻 域 U， 使 得 xy ED 
| |f Cx) -fn 1 < 
对 任何 JE4 铝 成 立 。 

同样 的 ， 也 可 以 用 十 典 分 析 中 的 类 似 证 法 证 明 ， 在 一 个 紧 致 
群 G 上 的 一 个 一 臻 有 界 ， 一 致 连续 的 函数 序列 中 ， 一 定 可 以 取出 : 
一 个 一 致 收敛 的 子 序列 ， 当 然 ， 其 极限 色 数 也 是 连续 的 。 

第 一 章 定理 1 的 证 明 设 /1€EC(G),A={91,9s,…,9gm} 是 G 
的 一 个 有 限 个 元 素 的 集合 。 为 下 面 使 用 方便 ， 我 们 允许 A 中 含有 
重合 的 元 素 ， 换 言 之 ，4 是 一 个 含有 重 数 的 子 集 。 令 ” 


(1) M(AsN Cg) = Df (991) (96G)， 
显然 MC(A,f) ECCG)， 且 有 下 列 简 单 性 质 : 
(2) max{M(A,f) (9g)}<max{f (9)}。 
ge geo 
(3) min{ M(A,f)(9)}>min{f(9)}, 
geo gEG 
(4) SC(M(A,f) SS). 
敬 AA={91, ,9m}3B={91;…; 494 分别 是 GG 的 两 个 有 限 子 集 ， 册 } 
(5) M(AB,f) = M(A, M(B,f)), z 


其 中 AB 是 由 所 有 ai2ij01 委 ! 委 人 ,1 委 )/ 委 人 组 成 的 集合 。 

现在 我 们 来 证 明 下 述 重 要 的 事实 ， 车 f 是 G 上 一 个 不 等 于 常 
值 的 连续 函数 ， 则 G 中 一 定 有 一 个 有 限 子 集 4， 使 得 
(6) : SCMA,1) TS). 
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事实 上 ,， 设 k=min{f(9)},，1=max{f(g)}， 则 <1。 于 是 
gEG gEG 


存在 开 集 UCG， 当 xEU 时 了 (x) 过 hl!。 形 如 Ug-! 的 所 有 开 集 
形成 对 G 的 覆盖 ， 由 紧 致 性 ， 一 定 有 CG 的 有 限 子 集 4 = {91,*， 
gm}， 使 得 Ugi!(t=1,* “71) 形成 对 CG 的 恬 益 。 对 这 个 4， 可 以 
证 明 


(7) max{ CM(A, 有 )) (9)} 过 地 Cm— Dl+h)<i, 


这 是 因为 ， 一 方面 对 每 个 gEG， 都 有 f(99;) 寺 ! (1=1,**,m)， 

一 方面 ， 对 给 定 的 9， 总 有 一 个 14 过 ;入 m) 存在， 使 得 9E 
00973:， 凤 gg9;EU， 所 以 f(99)) 三 kh， 因此 一 定 有 (C7) 式 成立 。 
又 由 于 min f(g9) 之 k， 由 (3) 式 可 知 ， 《6) 式 一 定 成 立 ， 


令 
4={M(A,f); A 为 G 的 可 含有 重 数 的 有 限 子 集 }。 
拍 (2) , (3) 两 式 可 知 ，4 是 一 致 有 界 的 。 容 易 证 明 ，4 也 是 一 致 连 
续 的 。 这 是 因为 了 上 本身 一 致 连续 ， 所 以 对 任 给 s>0， 都 有 单位 元 
邻 域 w， 使 得 当 xy-!EV 时 ， 
|f Cx) -f(y)|<=e, 
(X91) (y94) -=Xxy"1EV， 所 以 
[f(x91) -f(y9;)|<e (=1,.,1m), 

从 而 [IMCA, I) CX) -MGC4, ON) |S. 
这 个 事实 对 G 的 任何 有 限 子 集 均 成 立 ， 因 此 4 是 一 致 连 续 的 ， 

由 于 0<SCM(C(A4, 有 )) 坟 SC1)， 所 以 {SCM (4,1)); MC4， 方 
€4) 一 定 有 下 确 界 s。 在 4 中 可 以 取出 一 个 函数 列 户 ， 7 …， 
使 得 lim SCf，) =s。 由 4 的 一 致 有 界 性 和 一 致 连续 性 ， 我 们 从 中 


又 可 选取 一 个 一 致 收敛 的 子 序列 向 ,ham。 令 hh=limha， 它 


自然 是 G 上 的 连续 国 数 ， 且 有 S(h) =s。 现 在 我 们 证 明 4 是 一 个 
常 值 尔 数 ( 或 者 说 5=0)。 若 hh 不 是 常 值 函 数 ， 则 s>0。 于 是 对 
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0<SCA7(C4 人》=5S < 
取 e = 去 (ss')。 由 于 序列 {hs}-- 至 收敛 ， 所 以 存 在 自然 数 1， 


IhCg) ~ hn(g)|<e (9g9EG), 
从 而 |hC9g91) — hn,(991)| <e GG=1,2,°,1m)。 
由 此 得 知 ， 

[MCA,h) G9) —- MCA,h,) (9)|<e, 

通过 简单 的 不 等 式 计算 可 知 ， 

SC(M(A,hn))S<s +28 一 S。 
而 hn 是 对 森 个 有 限 子 集 B 而 言 的 M(B,f)， 由 (6) 式 ， 

MC(A,hn) = MCA, MGB,f)) = MC(AB,N). 

所 以 MC(A,hn)EA， 这 与 5= inf SCM(A,7)) 相 子 盾 。 因 此 


MH (A,j) Ed4 


只 能 /=const。 我 们 把 这 个 常数 记 为 p。 数 p 自然 满足 下 列 条 件 : 
对 任 给 s。>0， 存 在 自然 数 N， 使 得 |hn(9) -pI1<s，hvrE4。 换 
名 话说 ， 存 在 G 的 有 限 子 集 4， 使 得 
1M(4,] 站 (9)-pl<s， YIEG。 
我 们 孢 满足 上 述 条 件 的 数 p 叫做 f 的 右 平均 值 。 
右 平均 值 的 存在 启发 我 们 类 似 地 去 考虑 媒 平 均值 。 令 


(8) MBN = DF/gD), feECG) ,gEG, 
7 1 


其 中 也 = {91,…,91}。 于 是 仿 前 可 定义 左 平均 值 ， 并 可 类 似 证 虹 
左 平均 值 的 存在 。 现 在 我 们 要 指出 ， 对 每 个 jeEC(cC)， 左 、 右 
平均 值 都 是 唯一 的 ， 且 这 两 个 数 相等 。 称 之 为 了 的 平均 值 ， 记 为 
TI 三。 
为 证 明 上 述 事 实 ， 我 们 首先 指出 一 个 涉及 左 、 右 平均 秆 函数 

AM(C4, AM (CDB ,站 的 关系 式 ， 
《9) M(C(A,M’ (B,f)) = M’(B,M(CA,f)), 
这 很 容易 直接 验证 ， 请 读者 自 证 之 。 
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， 设 p 是 了 的 一 个 右 平均 值 ，4 为 一 个 左 平均 值 ， 分 别 有 G 的 | 
有 限 子 集 4 一 {91, …， gm} 和 B= {qi, -gp 使 得 


(10) IM(A,f)(g9) 一 pi 天 8， 
(11) IM’ (B,f1)(g) -4l<e, 
在 (10) 式 中 ， 以 9;9 代 检 9，f 从 1 加 到 nm， 再 除 以 n， 便 得 出 
(12) IM’ (B, M(A,f))(g9) ~ np|<e, 
从 CD) 起 出 发 ， 类 似 可 得 出 
(13) IM(A, M’ (B,f1)) (9) ~- 9| <e, 
由 (9) ,(12) 和 (13) 三 个 式 子 马上 推出 
1p…-qg| <2s。 


由 se 的 任意 性 ， 只 能 是 p =9。 这 束 证 明了 平均 值 的 唯一 性 ， 

至 此 ， 我 们 已 建立 起 对 应 1 C(G) 一 R， 余 下 的 任务 只 是 验 
证 (7) 确 是 不 变 积 分 ， 且 是 唯一 的 不 变 积 分 。 这 完 金 是 标 礁 的 组 
市 证 明 ， 我 们 留 给 读者 作为 练习 。 

最 后 我 们 指出 ， 上 述 证 明 对 G 上 的 复 值 油 数 也 是 成 立 的 ， 这 
只 要 分 别 对 实 部 和 虚 部 进行 即 可 。 这 就 完成 了 定理 的 证 明 、| 


附录 二 流 形 上 的 Frobenius 定理 


这 个 附录 主要 讨论 微分 流 形 上 向 量 场 与 子 空间 之 间 的 关系 ， 
这 些 讨论 对 于 了 解 流 形 本 身 的 构造 也 是 十 分 重要 的 。 

设 M 是 一 个 14 维 C"- 流 形 。pe M, 取 围绕 p 的 一 个 局 部 坐标 
系 (U,9)， 其 上 局 部 坐标 取 为 {x1,…,xa}。 设 X 是 M 上 一 个 向 量 
场 ， 则 在 U 上 ,XX 可 有 局 部 坐标 表示 


Xilv= > 人) 


其 中 EEC” UU), i 记 E Cp) =E = 1，。7)。 同时 ， 为 简便 ， 我 
们 可 设 x; (Pp) =0 (1=],*…,n)。 

现 设 XX 在 P 点 非 零 ， 我 们 希望 在 p 点 附近 找到 一 组 新 的 坐标 
ago Vn), 使 得 X= 从 几何 上 看 ， 可 解释 为 ， 一 个 问 量 场 


XXX 在 -点 p 处 非 零 则 在 这 个 点 附近 可 适当 选取 局 部 华 标 ， 使 XX 
“ 平 直 ”化 。 或 者 说 ， 在 这 个 点 附近 ， 使 得 X 的 积分 曲线 是 “ 坐 
标 ” 曲 线 ，xs= 常数 ,… ,xn = 常数 。 这 件 事 是 一 定 可 以 做 到 的 ， 
已 基于 常 微 分 方程 组 的 理论 。 

定理 1 车) 关 (0 0)， 则 在 2 点 附近 有 一 个 新 的 


局 部 坐标 {y，…,yn} ,使 得 X = 5 


证 ”我们 不 妨 设 和 六 0, 在 局 部 坐标 CU,?) 下， 
Xs =6 (X19) ,*** ,Xn 9)) (gEU),。, 
考查 下 列 常 微分 方程 组 


dx ， . 
(1) = (X19 ee, Xn) (1 二 1!<1)。 


256 


由 于 5 是 0” 的， 由 常 微分 方程 组 解 的 存在 性 定理 可 知 ， 在 原点 
的 充分 小 的 邻 域 内 ， 存在 C”- 函 数 91(C91,… ,yn)， 使 得 xiC6) = 
pi (tys… gm) 是 方程 组 (1) 的 满足 下 列 初 始 条 件 
| P10,V2, gm) = 0, 
P02 Vn) = (IRn), 


的 解 。 
3(91, * ; Pn) ve ms 
不 难 验 证 ，Jacobi 行列 式 9 在 y= ys yr 
= 0 处 不 等 于 零 。 事 实 上 ， 


(3 ) 一 iCx1(p) ;*** Xn(P)) = &1(p) = 过 0， 


而 
(2 (Tee i ), =- (3), = 64) 《1 < 和 nn 1 委 !< 妇 ?7 > 
所 以 
: 
| ee 


现在 作 一 个 变量 替换 : 
Xiy= 01 yn) (SISn)., 
由 于 上 述 行列 式 在 原点 非 零 ， 因 此 在 原点 附近 上 述 夫 换 是 一 个 非 
异 变 换 ， 于 是 存在 Pp 的 邻 域 VYCU ,在 V 上 {91,…,yw) 是 新 的 局 部 


坐标 ， 使 得 
x1C9) 三 PCY1C4) ,Yn 4)) (gE VD, 


若 94E€EV, 则 
XoXxi bX 9) ,Tn CI) = 9y CY1(9), "Yn (4))。 


这 表明 Xlv=3 -1 
一 个 自然 的 问题 是 上 述 定理 如 何 推广 到 高 维 情况 ， 即 ， 多 个 
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打 量 场 的 情况。 这 首先 应 对 这 些 向 量 声 作 某 些 限 制 。 
设 和 ,xX 是 M 的 一 组 向 量 场 ， 若 对 每 个 PEM，(X1)p， 
', 《Xk)p 都 是 切 空间 Tp CM) 中 一 组 线性 无 关 的 癌 量 ， 则 称 Xi， 
…, XX 是 线性 无 关 的 (当然 ， 我 们 也 可 在 一 点 附近 来 定义 线性 无 
关 性 ) 。 

车 对 每 个 PE M ,我 们 都 给 定 一 个 维 子 空间 4pCTpCM)， 
且 设 在 每 个 pE M 的 一 个 邻 域 U 内 ,有 5 个 线性 无 关 的 向 量 场 Xi， 
… ,i ,使 得 ( 针 1) 4 … 《Xi) aq 张 成 4A, (4 EU)， 我 们 称 A， Pp 下 Ap 
是 M 上 的 一 个 维 分 布 ， 而 XX ,… ,Xk 则 冲 做 4 的 局 闻 基 。 分 布 
在 某 种 意义 下 可 以 理解 为 向 量 场 的 高 维 推广 ， 因 此 ， 我 们 也 应 将 
积分 曲线 概念 推广 到 高 维 情况 。 

设 4 是 一 个 M 上 的 大 维 分 布 。 若 N 是 M 的 一 个 k 维 (不 自 相 
充 的 ) 浸 入 子 流 形 ， 满 足 TdgCN) = 4o《9EN)， 则 称 N 是 4 的 一 
个 积分 子 流 形 。 

作为 定理 工 的 推广 ， 我 们 自然 要 问 : 对 M 上 一 个 给 定 的 分 布 
4, 过 每 个 点 7EM， 是 否 一 定 有 4 的 积分 子 流 形 存在 ? 答案 一 般 
是 否定 的 ， 需 要 附加 一 定 的 条 件 ， 

我 们 先 来 看 看 ， 若 4 有 积分 子 流 形 存在 ， 那 未，4 应 满足 什 
么 条 件 。 著 过 每 个 点 PEM, 有 4 的 积分 子 流 形 六 存在 , 则 在 p 的 
一 个 (在 M 中 ) 邻 域 V 上 存在 一 个 坐标 系 {Xx1,*…,xn}, 使 得 xi(CPp) 
=00G = 1 0) ,而 且 N={1qEVIZC) =01= 大 + 及 2 
在 上 的 限制 形成 在 p 点 附近 的 局 部 坐标 。 由 于 TeCN) 


= Aa(q EN), 于 是 ( 守 -),，* (二 -) 形成 44 的 一 组 基 (qE N). 


这 个 事实 启发 我 们 给 出 下 列 定义 : 
定义 设 4 是 M 上 一 个 上 维 分 布 , 若 对 每 个 PEM, 都 有 一 个 
3 


局 部 坐标 卡 (V ,9), 它 的 局 部 坐标 为 {71,*…, Xn】， 使 得 了- 5 


是 4 在 V 上 的 一 个 局 部 基 ， 则 我 们 称 4 是 完全 可 积 的 。 
显然 ， 对 一 个 完 完全 可 积 的 分 布 4， 过 每 个 点 PEM, 一定 有 和 
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的 积分 子 流 形 存 在 。 事 实 上 ， 若 3-，…,3- 是 U 上 的 局 部 基 ， 
对 9qgEU, 若 xji(qg9) =ai(=1， ,7), 则 | 
N={q EU;X1(4 )=ai(C= 天 + ,7)} 

是 4 的 一 个 积分 子 流 形 . 

现在 我 们 对 4 给 出 一 个 新 的 条 件 。 我 们 将 证 明 它 与 完全 可 积 
性 是 等 价 的 。 但 这 个 条 件 形式 上 较 弱 ， 且 不 依赖 于 坐标 的 选取 ， 

定义 ”我 们 称 一 个 分 布 A 是 对 合 的 (involutive) ,如 果 在 M 上 
每 个 点 的 一 个 邻 域内 存在 一 个 局 部 基 Xi,…, Xk, 使 得 


k 
(2) [Xi X= PejX: Ui,i<K), 
i=1 


其 中 ci 是 上 比邻 域 上 的 C7- 国 数 。 

显然 ， 完 全 可 积 的 分 布 一 定 是 对 合 的 。 我 们 将 证 明 其 逆 也 
对 。 基 于 此 ， 我 们 也 称 (2) 为 Frobenius 完全 可 积 条 件 。 

定理 2(Frobenius) 流 形 M 上 的 一 个 分 布 4 是 完全 可 积 的 当 
县 仅 当 它 是 对 合 的 。 

分 析 若 4 是 一 维 分 布 ，4g(0qE AM) 是 TeCM) 的 一 维 子 空 
河 ， 它 的 局 部 基 就 是 一 个 在 每 个 点 的 值 属 于 4 的 非 零 向 量 场 X， 
由 LX,X]=0 可 知 ， 它 一 定 是 对 合 的 。 另 一 方面 ,由 定理 工 可 知 ， 
它 是 完全 可 积 的 ， 因 此 定理 显然 成 立 。 

当 4 的 维 数 &>1 时 ， 作 为 第 一 步 , 可 先 取 p 的 邻 域 了 上 一 个 局 


部 坐标 { 思 ,3m} 及 4 的 一 个 局 部 基 Xi…Xx， 使 得 Xi= 7- 然 
后 ， 我 们 从 每 个 XiGi> TD 中 减 去 它 在 j /方向 上 的 分 量 , 即 ， 令 


了 一 党 + 一 (XV XI (1 = 2, ,Kk), 


于 是 Yo…;7x 是 jj 和 -的 线性 组 合 而 不 涉及 jy- ,从 而 不 难 
证 明 ，Yya…Yx 不 仅 构成 V 上 的 一 个 对 合 分 布 , 而 且 也 构成 V 的 
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子 流 形 :y= 常数 上 的 一 个 对 合 分 布 。 现 在 令 Ne 是 由 内 = 0 所 次 
定 的 V 的 子 流 形 ， 它 是 (n 一 1) 维 的 ,Ya,…,Yk 张 成 其 上 一 个 (k- 
1) 维 分 布 。 使 用 归纳 法 ， 可 以 假定 ， 定 理 在 这 种 情况 下 成 立 。 于 


是 No 上 可 取 局 部 坐标 Xo ,xn 使 得 在 Ne 上 Ye," ,Yk 是 3 


…,3- 的 线性 组 合 ， 这 也 就 是 说 ， 在 No 上 ,Y tx = 0Ci= 2 sk; 
1=K+ 1 ,*** ,11) (从 而 在 No 上 xi， 1 三 常数 ,sexXn 三 常数 决定 了 一 
个 (Kk 一 1) 维 积分 子 访 形 )。 现 在 我 们 令 2 = 站， 于 是 XX ,*…*，Xn 是 
在 p (在 M 中 ) 的 某 个 邻 域 WWCV_ 上 的 局 部 坐标 。 如 果 我 们 能 证 明 
YXi = 104 = 2 天 ;1 = 天 十 1， ,7n) 在 整个 W 上 仍 成 立 ， 那 来 ， 


在 W 上 Ya，…，Yr 也 是 二， 的 线性 组 合 ， 而 Yi1 = Xis 于 是 
2 


2 35 就 是 4 的 一 个 局 部 基 ， 从 而 完成 了 证 明 ， 


dx1” 

从 几何 上 看 ， 对 于 9EW, 设 9 在 {Xi1,…,Xn} 下 的 坐标 为 ay 
,Qn。 在 X11=ai 决定 的 子 流 形 N 上 ， 过 4 点 的 关于 YY 的 
人- 1T) 维 积分 子 流 形 就 是 ，xk =4g41 "Xn = 二 4n; 如 何 由 它 扩 
成 4 的 积分 子 流 形 昵 ? 上 述 分 析 告 诉 我 们 ， 对 W 的 每 个 x1= 常数 
的 子 流 形 来 说 ， Xk+l 一 QE+19 Xn = an 都 是 关于 YY 的 
CK 一 1) 维 积分 子 流 形 ， 把 这 些 (K - 1) 维 子 流 形 并 在 一 起 就 ^“ 编 ?成 
一 个 % 维 子 流 形 ， 它 恰 是 4 的 过 4 的 积分 子 流 形 。 而 “Yix ,= 
(G=2K =K+1 wm) 在 克 上 处 处 成 立 ” 这 个 解析 条 件 则 是 

“编织 ”的 理论 依据 。 在 下 面 的 证 明 中 将 看 到 它 的 证 明 乃 是 基于 
常 微分 方程 组 解 的 唯一 性 定理 。 

证 必要 性 显然 ”只 须 证 充分 性 。 我 们 对 分 布 的 维 数 进行 
归纳 。 当 =1 了 时， 由 定理 1 及 [X,Xj=0 可 知 ， 本 定理 成 立 . 设 
对 Ck 一 1)《 汪 0) 维 的 分 布 定理 已 成 并 ,4 是 一 个 kk 维 对 合 分 布 。 对- 
任何 PEM, 由 定理 1 ,我 们 可 找到 一 个 局 部 坐标 卡 《(V ,办 ,PEV， 
y(p)=0。 在 V 上 的 局 部 坐标 是 {1,… ,yn}， 以 及 4 的 一 个 局 部 世 : 
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Xi 使 得 汪 = 。 在 了 上 定义 4 的 一 个 新 的 局 部 基 Yi;， 
"Yk 如 下 : 

(3) 人 
Yi=Xi- Xi) XL (=2,.%,k), 


显然 ， 六 仍 满 足 Frobenius 条 件 。 设 
Ek 
LY1,Y1j= 之 / 4 和 Ye 


ps 9 9 
由 定 六 容易 看 出 ， Ye °° ,Yk 是 3 ,372 的 线性 组 合 ， 


而 与 3y- 无 闫 . 因此 它们 都 是 V 的 子 流 形 ， 册 = 常数 的 切 向 量 


场 . 从 而 得 知 ,[Y 41,Y yj](2 志 1,7 志 ) 也 是 这 个 子 流 形 的 切 向 量 场 ， 
因此 diy = 0(C2i,j 志 Kk)。 这 意味 着 由 Ys,…,Y4k 所 决定 的 了 上 
的 分 布 在 V 上 及 V 的 每 个 由 y= 常数 所 确定 的 子 流 形 上 均 是 对 合 
的 , 令 No 是 VV 的 由 y=0 所 决定 的 子 流 形 。 冰 数 y,,… ,yn 在 N。 
上 的 限制 给 出 它 的 一 个 坐标 系 。dimNo =n-1。 由 归纳 假设 ,Pp 在 


Ne 中 的 适当 邻 域 上 有 一 组 新 的 坐标 Xa,…,xn, 使 得 扣 -，… ,5 -在 


"3x 
每 个 点 上 是 Y，,…,Y. 张 成 的 子 空间 的 一 组 大。 设 y ;= fi (x,*…， 
Xn) (1=2,… ,7n) ,我 们 还 可 设 1;(0,*…,0) =0。 仿 

(JI = Xl, 

“4 Le (t=2,"%,n). 
容易 验证 这 个 变换 的 Jacobi 矩阵 在 原点 处 非 异 , 因此 它 是 一 个 坐 
标 变换 。 设 它 定 义 在 np (在 MM 中) 的 分 域 UCV 上 ， 用 ?表示 新 的 
坐标 上 映射。 自然 ?C7) =0。 对 局 部 坐标 X1 9。。 ,Xn 来 说 ， 有 下 述 基 
本 事实 ， 


(a) 了 一 jr 
1 


| 《hb) NoNU = (EUixi(9) = Mk 所 以 在 NoNU 上 ,za 
是 局 部 坐标 系 。 


(9 在 No 上 ,Yo Ye 是 3-，…s3x- 的 线性 组 合 ， 即 ， 


当 x=0 有 时 Yixry=0G=2，) 天 ;= 天 十 1 . 
现在 我 们 证 明 (0) 在 U 上 ( 即 ， 对 Xi 不 加 限制 ) 也 对 。 我 们 
考虑 YY jxX1) GO =2,° ,Kl =K+1, ,7n), 
YiCY yx1) =Y CY.xX1) + LYi,Y yx1, 


k 
但 是 YX1 = = 0, [YY)] = 27419Y:, 因 此 
s=1 


iy 
(5) YOY x1) = Dd (YX) (=2,.,k), 


把 Y jx1 及 di 看 成 是 xxn 的 国 数 ， 那 末 、Y2X 1, "YX 对 
[>>k 及 固定 的 Xx2,*…,xn 是 齐 次 常 微分 方程 组 


d , 
(6) SC Sa, $7 (j= 2,.,Kk) 
f=1 


的 满足 初始 条 件 Zj|lz, -0 = 0 的 解 。 由 于 (6) 是 齐 次 的 ， 而 Zi 一 0 
日 然 也 是 满足 上 述 初 始 条 件 的 解 ， 则 由 常 微分 方程 组 解 的 唯一 
性 定理 ， 一 定 有 

Y ;xi 二 0 (j=, Kl =k+1,**,n), 


这 表明 在 U 上 ,Y,,…,Yk 是 吉 -，"…, 反 -的 线性 组 合 ， 而 Y' = 


》 
xX? 


所 以 反 -，… ,5 是 4 的 局 部 基 ， 因 此 4 是 完全 可 积 的 。 | 
推论 。 设 (U,?) 是 PEM 的 一 个 局 部 坐标 邻 域 ,局 部 坐标 系 为 
Ts Xn 对 于 对 合 分 布 A, X41 = 常数 ,…,xn = 常数 在 U 上 决 
定 4 的 一 个 积分 子 流 形 。 则 4 的 任何 连通 积分 子 流 形 VCU， 都 
存在 一 组 常数 aj ,1,*… ,ar ,使 得 | 
VC{q9EUSXEr1 CI) = Ary 1 ,Xn(C9) = an}。 


证 由 假设 4lo=span{ (二 -),… (2 )}. 因 为 VY 是 4 的 积 


262 


9 
Ta(V)= Aq= span{ (2) 9 


Kk 


任 取 XaETa(Y)， 则 有 Xa= ai 人 让-) ,于 是 
i= 


k ke 
0 ax 


因为 x, 定义 在 整个 VY 上 且 V 连通 ， 所 以 上 述 等 式 意味 着 在 了 V 上 
Xx, 是 常数 (=K+t1,*…,n)。| 
这 个 推论 实际 上 是 积分 子 流 形 的 局 部 唯一 性 定理 。 
以 上 讨论 的 都 是 局 部 性 质 ， 现 在 我 们 转 到 整体 性 质 上 来 。 
定义 ”一 个 对 合 分 布 的 极 大 积分 子 流 形 是 这 样 一 个 连通 的 积 
分 子 流 形 ， 它 包含 了 每 一 个 与 它 有 公共 点 的 连通 积分 子 流 形 。 
定理 3 设 4 是 M 的 一 个 上 维 对 合 分 布 ， 则 对 于 M 中 的 每 个 : 
点 ， 一 定 有 4 的 唯一 的 极 大 积分 子 流 形 通 过 它 


证 ”由 定理 2 , M 存 在 一 个 开 和 覆盖 M = 【jjU。, 使 得 在 U。 中 、 


4 的 积分 子 访 形 均 由 xk,1= 常数 ,…,xs = 常数 ({xiowexsj} 是 Us。 上 
的 局 部 坐标 ) 所 决定 。 设 NN 是 M 的 一 个 积分 子 流 形 ,对 任何 pEN， 
一 定 有 坐标 邻 域 V 存在 ， 使 得 VCU。, 对 某 个 4 成立。 于 是 V 包 
含 于 U。 的 一 个 由 x4 ,1 = 常数 ,xs = 常数 所 决定 的 子 集 之 中 ， 
令 4 是 N 中 另 一 点 ， 车 C 是 NN 中 连接 p,q 的 曲线 ， 则 CC 可 以 被 有 
痕 个 V 那 样 的 邻 域 所 覆盖。 于 是 ,p,9 两 点 可 以 用 有 限 个 曲线 段 
Ci (满足 CiC1) = C4.100)) 所 连接 ， 使 得 每 个 C;; [0,1] 一 N 是 4 
的 一 条 积分 曲线 ， 即 ，Ci 上 每 一 点 9 的 切线 均 在 hq 之 中 ， 

现在 我 们 来 构造 根 大 积分 子 流 形 。 任 取 pPEAM, 丘 是 M 中 如 下 
的 4 点 的 集合 存在 有 限 个 曲线 段 Ci:[0,1]J 一 M， 


C0)=p, Cm (0)=4, Crsi1C0)= C1C1) (= 1 一 1)， 
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而 且 每 个 人 | (t 沁 1， Sn 111 ) 都 是 4 的 一 维 解 。 在 天 上 如 下 定义 微分 
结构 ， 设 94€EK, 则 有 4 ,使 得 9EU。。 集合 

{rEUoaSyXR:1 Ct) = XE 1 C0) ,0 ,XACT) = XH (9 EEK, 
我 们 以 此 集合 为 9 的 坐标 邻 域 ， 其 上 的 坐标 为 YI ,…,x%。 读 者 可 
自己 去 验证 ， 这 的 确 古 一 个 微分 结构 ， 使 KK 成 为 一 个 微分 流 形 。 
由 天 的 定义 可 知 ， 过 Pp 的 A 任 何 连通 积分 子 流 形 一 定 包含 在 所 之 
中 。 | 
” 注 极 大 积分 子 流 形 一 般 说 来 是 一 个 漫 入 子 流 形 。 换 句 话 
说 ， 它 不 一 定 是 M 的 闭 子 流 形 。 一 个 简单 的 例子 是 取 M 为 二 维 环 
面 

Tix TiCRiXx RI/Z xZ, 

问 量 场 多 取 为 常 值 非 零 向 量 场 ， 其 方向 在 Ri x R! 的 标准 坐标 承 
下 与 坐标 辅 严 角 的 正切 为 无 理 数 ， 则 它 的 极 大 积分 子 流 形 ( 芭 ， 
极 大 积分 曲线 ) 在 M 中 是 处 处 稠密 的 ， 
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附录 三 ” 连 明 群 与 禾 盖 群 


一 个 拓扑 群 C ,车 其 拓扑 结构 是 连通 的 ， 则 称 之 为 连通 革 。 
关于 连通 群 有 几 个 简单 、 基 本 而 又 常用 的 性 质 ， 特 列 述 如 下 ， 

定理 1 设 G 是 一 个 连通 群 ，U 是 其 单位 元 。 的 一 个 任 给 的 
邻 域 ， 则 U 业已 构成 G 的 -一 个 群 的 生成 系 。 

证 令 V=UNU"'*， 则 V 古 一 个 含 于 U 的 较 小 领域 ， 而且 
V :=V。 符 号 V* 表示 个 V 相 乘 而 得 的 子 集 。 今 

H= (jv*, 
ke 
则 容易 验证 瑟 业 已 构成 G 中 的 一 个 开 子 群 。 不 仅 如 此 ， 可 以 证 明 
HH 也 是 闭 子 群 。 事实 上 ， 若 4E 有 ,于 是 aV-! 是 4 的 邻 域 ， 所 以 
aV-! 与 巨 相交 ， 即 ， 存 在 元 素 bE 晶 ,使 得 bEaV ' ,因为 bEH， 
所 以 存在 由 ,使 PEYVT ,因此 b=biboeesbm,b; EVCt=1,*" ,1m)。 
另外 也 有 b= aba ,其 中 bw， EV( 因 为 PEaV -7)， 从 而 
a=bby*bmbm,1, 

即 cEVY?+IC 万 。 这 表明 万 也 是 闭 子 群 。 因 为 G 是 连通 的 ， 任 何 
网 开 且 闭 的 非 空子 和 集 只 有 GG 本身 ， 所 以 H=G。| 

定理 2 设 G 为 一 个 连通 群 ， N 是 C 中 的 一 个 离散 正规 子 群 
( 亦 即 限于 六 所 得 的 诱导 拓扑 是 离散 的 )， 则 六 必定 是 完全 位 于 C 
的 中 心 2ZCG) 之 内 。 

证 ”由 假设 ， 存 在 G 的 足够 小 的 单位 元 邻 域 凡 ,使 得 NT 
= {e}。 因 此 对 于 任 给 goEN,Nnog={9 小 。 再 由 拓扑 群 乘法 
的 连续 性 ， 把 它 应 用 到 egoe-!= 9o, 即 得 G 中 另 一 个 足够 小 的 单 
位 元 分 域 V ,使 得 V9gU 1!CgoV. 

设 x 是 V 中 的 任 一 元 素 ， 因 为 N 是 正规 的 ， 故 有 
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XI0xX 1EXNX I=N 

XxXgox EVIoV  C9oU 
换 句 话说 ,六 中 任何 元 素 9o 都 和 邻 域 V 中 的 任 给 元 素 x 可 交换 ， 
但 是 由 6G 的 连通 性 已 知 V 业已 构成 G 的 一 组 生成 系 , 所 以 9。 和 G 的 
任何 元 素 都 可 交换 ， 亦 即 vs Z(C) ,从 而 NCZ(G)。 | 

定义 设 G1,G: 是 两 个 连通 群 ,1/，Ca 一 Ge 是 一 个 连续 同 态 。 
车 在 Gs 中 存在 一 个 单位 元 e: 的 邻 域 U。, 使 得 广 : (Us) 的 每 个 连 
通 分 文 都 是 Gi 中 的 开 集 ， 而 且 在 下 与 U; 辣 肚 ， 则 称 G1 为 G6， 
的 一 个 覆盖 群 ， ，C 一 C: 为 一 个 覆盖 同 态 ， 

例 (Ca) f， Ri 一 S'， f(t) =e”"it ,itER!， 因此 R! 是 S' 的 履 

(b) Ad,S3 一 S0(C3), 对 50(3) 适 当 的 单位 元 邻 域 V ,Ad-!(V》 
-有 两 个 连通 分 支 ,也 就 是 说 它 是 一 个 “两 层 ” 的 覆盖 。 而 例 (a) 则 
是 “无 限 多 层 ” 的 覆盖 。 

由 这 个 定义 和 连通 群 的 性 质 可 以 有 以 下 几 点 分 析 ; 

1) 由 定义 ， 不 难看 出 kerf= 广 (es) 是 C 中 的 一 个 离散 正 
规 子 群 ， 所 以 ker fCZCG1)。 反 之 , 设 N 是 Ci 的 一 个 离散 正规 子 
群 ， 当 然 有 NCZCG1)。 不 难 验 证 ， 商 同 态 G1 一 G1/N 是 一 个 覆 
盖 同 态 。 

2) 因为 李 代数 是 李 群 的 局 部 结构 不 变量 ,所 以 当 f: G1 一 G， 
是 李 群 的 覆盖 同 态 时 ，dy/: 9 ~9。 当然 是 李 代 数 的 一 个 同 构 。 反 
之 ， 我 们 将 在 下 面 证 明 ， 当 G, 与 Cz 的 李 代 数 9 和 9; 同 构 时 , 则 
必定 存在 一 个 李 群 G 和 fi G 一 Gi1(i=1,2) 这 样 两 个 禾 盖 同 术 ， 
这 就 说 明了 群 的 履 盖 辣 态 在 李 群 论 中 所 扮演 的 角色 ，。 

3) 从 纯粹 拓扑 空间 的 观点 ， 一 个 履 盖 映 射 是 一 个 映射 六 
XiX2 其 中 XiyXs 都 是 连通 的 ,而 且 对 于 Xs 中 的 任 给 一 点 x。， 
都 存在 着 一 个 邻 域 Uz= ,使 得 广 :(Uz,) 的 每 一 个 连通 分 支 都 是 
Xi 的 开 集 ， 而 且 在 f 之 下 与 Uz, 同 肽 。 由 此 可 见 , 前 面 对 于 覆盖 
间 态 的 定义 ， 就 其 拓扑 结构 来 说 是 一 个 覆盖 喘 射 ， 而 就 其 群 的 结 
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| Xxgox™! = go。 


构 而 言 ， 则 是 一 个 同 态 映 射 。 

现在 让 我 们 列 述 一 些 关 于 和 覆盖 映射 的 一 般 性 质 ( 因 为 本 附录 
的 主要 课题 是 讨论 李 群 之 间 的 覆盖 同 态 ， 所 以 我 们 只 需要 利用 可 
微 流 形 之 间 的 可 微 覆 盖 映 射 。 因 此 ,虽然 下 面 列 举 的 事实 ,其 实 都 
可 以 在 更 加 普遍 的 情形 之 下 成 立 ， 但 是 我 们 却 只 在 可 微 覆 盖 映 射 
的 情形 叙述 它们 )， 

(a) 设 /，Mi 一 Ms 是 一 个 可 微 履 盖 , ?， [0,4j 一 M; 是 一 条 
Ma 中 的 连续 参数 曲线 ，p 是 广 !(C98(0)) 中 任意 选 定 的 一 点 ， 则 存 
在 一 个 唯一 的 连续 映射 多 ，[0,aj 一 Mi 使 得 

G0)=7, f° =9, 

亦 即 下 述 图 解 可 交换 ，。 叫 做 ? 的 一 条 覆盖 曲线 。 


Sad 
[0,a] { 


7 M, 


(b》 设 91; [0,4 一 Ms(i=0,1), 而 县 96(0) = 9.(0),?0(4) = 
V1(4)。 车 存在 一 个 映射 罗 ，[0,4] x[0,1]~>M;, 使 得 

PO0,t)=00) = 9.(0), 

Pla,t) = 164) = 1.(a), 


M, 


0<t<1, 
而 且 有 

Pu,0 = 0, Bl) =P (OLua), 
旭 称 ?o,91 是 M; 中 互相 同 伦 的 两 条 曲线 ， 记 以 po 一 Pi。 

若 oo~, 而且 oP 分 别 是 fo。 和 9 的 覆盖 曲线 , B06C0) = 
91(0) , 则 Go 一 9 。 当 然 也 有 Bo(a) = 多 1(4)。 

(c) 设 f，Mi~>Ms 和 hk，Ms->Ms 都 是 可 微 改 粹 , 则 h。f， 
M1 一 AMs 也 是 一 个 可 微 覆盖 (注意 , 在 一 般 拓 扑 空 间 的 情形 中 , 徐 
盖 映 射 的 组 合 不 一 定 还 是 一 个 覆盖 有 映射。 上 述 事实 的 证 明 依 赖 于 
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微分 流 形 的 优 中 局 部 结构 )， 

(4) 对 于 任 给 连通 微分 流 形 M， 总 是 存在 着 一 个 ( 极 大 的 ) 履 ， 
盖 j， 丰 一 M， 它 的 特征 性 质 是 M 的 任何 其 它 的 覆盖 /1: M1 一 M 
都 是 它 的 “ 子 覆 盖 ”, 亦 即 存在 一 个 覆盖 如， 氏 一 M1, 使 得 f= 
fio。 hi。 这 样 的 了 ， 报 ~>M 叫做 M 的 通用 覆盖 (universal cover- 
ing)。 


一 

(e) 车 M 中 的 任 给 的 两 条 具有 公共 的 始点 和 终点 的 曲线 

92;: [0,a] 一 AMG=1)2)， $1C0) =y2(0) ,91(a) = ga(a) 
总 是 同 伦 的 , 则 称 M 为 单 连通 的 。 设 了 j， 抽 二 M 是 一 个 可 微 覆盖 ， 
则 它 是 一 个 通用 覆盖 的 充 要 条 件 就 是 ， 计 是 单 连通 的 。 半 者 ， 一 
个 连通 流 形 M 是 单 连通 的 充 要 条 件 是 其 上 不 可 能 有 任何 韭 平凡 的 
覆盖 .. 换 句 话说 ， 若 f: Mi 一 M 是 M 上 的 一 个 任 给 的 覆盖 映 射 ， 
则 /必定 是 个 同 胚 ，。 

cp 设 加 1,M 是 弟 连 通 的 ， 则 Mix Ms 也 一 定 是 单 连通 
的 。 
以 上 是 儿 点 关于 流 形 之 间 覆 盖 了 映射 的 常用 基本 事实 ， 其 证 明 
或 更 详细 的 讨论 请 参看 有 关 专 著 ， 例 如 Chevaliey 著 《Theory of 
Lie Groups I》 有 关 章 市 。 

定理 5 设 G 是 一 个 连通 李 群 ，7，G->G 是 流 形 G 的 通用 入 
盖 映 射 ， 则 上 在 在 一 个 唯一 的 李 群 结构 ,使 得 了 是 一 个 李 同 
态 。 

证 ”由 假设 ，@G 是 一 个 单 连 通 的 微分 流 形 ， 所 以 各 x G 也 是 一 
个 单 连通 的 微分 流 形 。 本 定理 的 证 明 要 点 就 是 要 在 G 上 建立 一 种 
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乘法 抽 ，G x G 一 人 ,使 得 它 满足 群 的 公理 ， 而 且 使 得 下 述 图 解 可 
六 的， 
GxG_". 6 


7x7 | | 


.| GxG- > G 
其 中 由: GxG 一 G 是 CG 上 的 乘法 。 
首先 ,我 们 将 取 定 了 7-1Ce) 中 的 一 点 8, 把 它 作 为 基点 。 设 3， 
y 是 G 中 和 任 给 两 点 (可 以 是 相 重 的 ), 在 G 中 任 取 
入; [0,4j—G (=1,2), 
多 ; 可 徽 且 
P10)=6, P14) =T, Bla) = 了 。 
令 0;1= 了 。 甸 1(i=1,2)。 然 后 再 定义 映射 
p: [0,4J>G, y(t) =9.(t) 90), 0<ta, 
由 a) 可 知 ， 存 在 唯一 的 多 ，[0,4aJ~>G, 使 得 多 (0) =8, 而 且 V= 
了 。、。 不 难 用 G 的 单 连 通 性 和 5b) 来 验证 C4) 的 值 是 和 上 述 $， 
的 选取 无 关 的 。 因 此 我 们 就 可 以 定义 


C1) SF= mE,F) = PO). 


验证 由 (1) 定 义 的 G 上 的 乘法 满足 所 应 有 的 种 种 性 质 和 条 件 是 相 
当 和 直截了当 的 ， 请 读者 自 证 之 。 | 

注 ” 设 6 ,C。 是 两 个 连通 李 群 ,/， Ci 一 G: 是 一 个 李 同 态 .车 
df，91 一 9z 是 一 个 同 构 ， 则 f 是 一 个 覆盖 同 态 。 因 为 ， 可 以 在 9 
中 取 一 个 足够 小 的 原点 邻 域 出 , 令 us = df(u) ,使 得 了 xzp(ui) 分 别 
是 Ci 的 单位 元 分 域 ， 而 且 Exp|。, 是 可 微 同 凸 (i=1,2)。 由 此 容 
易 看 出 , f 是 一 个 可 微 覆 盖 同 坊 。 : 

定理 4(Weyl) 设 9 是 一 个 紧 半 单 李 代 数 ,G = Int(9) , 则 G 的 
通用 覆盖 群 各 也 是 一 个 紧 致 李 群 (由 此 容易 看 出 , 任何 一 个 连通 
李 群 Ci, 车 其 李 代数 91 是 紧 致 半 单 的 ， 亦 即 其 Cartan-Killing 型 
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是 负 定 的 ， 则 G 本 身 就 必定 是 紧 致 的 )。 
证 ”由 第 四 章 $ 1 的 讨论 ,G = Int(9) 是 一 个 紧 致 连通 李 群 ,又 


由 定理 3 ,存在 一 个 G 的 通用 覆盖 李 群 G->G。 由 于 了 是 一 个 满 
同志 ， 容 易 看 出 ,了 其实 就 是 G 的 伴随 表示 Ad:，G->CCGEL(9) 。 
所 以 ker 了 = ker(Ad) = Z(G), 即 6 的 中 心 。 因 此 ， 本 定理 证 明 的 
关键 就 是 要 证 明 上 述 ZC(6) 必 有 然 是 一 个 有 限 群 。 

设 T 是 G 中 一 个 取 定 的 极 大 子 环 群 。 以 x1(G) 和 x1(T) 分 别 
表示 G 和 了 人 的 基本 群 。 它 们 分 别 是 G 和 了 人 中 以 。 点 为 始 、 终 扩 的 
册 线 的 同 伦 等 价 类 所 构成 的 群 。 由 于 G 的 紧 致 性 ， 不 难 证 明 G 中 
的 任 一 同 伦 等 价 类 之 中 ， 都 会 有 一 个 长 度 为 极 小 的 曲线 ， 这 种 极 
短 者 当然 是 G 中 的 测 地 线 。 再 者 ,由 极 大 子 环 群 定理 , G 中 的 任 一 
过 。 点 的 测 地 线 都 可 以 用 适当 的 伴随 变换 把 它 搬 到 荆 中 去 。 换 名 
话说 ,zx(G) 中 的 每 一 个 同 伦 等 价 类 中 都 含有 完全 包含 于 T 中 的 曲 
线 。 由 此 不 难 验证 下 述 几 点 ， 

1) 多 = 访 1(7) 是 连通 的 ,zi(T) 一 CC) 是 个 满 同 态 ， 

2) 下 述 图 解 可 交换 ， 


8i TD) 安 ZT 一 db 


KG) 22ZCCG) 


现在 ， 让 我 们 来 证 明 Z(G) 必 定 是 有 限 的 ， 亦 即 @ 必定 是 紧 
致 的 ， 
因为 Z(G) 是 台 上 的 伴随 变换 是 平凡 的 ， 所 以 G 上 的 伴随 变 
换 群 本 质 上 是 Gx G6,G =G/2Z(G)。 采 取 这 种 看 法 , 即 有 下 述 
0- 等 变 的 可 换 图 解 ， 
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G Ad 9 


» 9 
| AN , ~ 
GxG 
A 
GxG . A js 


把 上 述 图 解 限制 到 7 的 不 动 点 子 集 上 去 ， 即 有 下 述 W- 等 变 可 换 


G 


图 解 ， 
Wx 9 
、 ~ 
| wxr 一 一 7 
了 
WxT pa 


和 炙 者 ， 因 为 8 是 半 单 的 ， 所 以 ( 太 ,59) 不 可 能 有 任何 固定 不 动 的 方 
条， 
现在 证 明 Z(CC) 必 定 是 有 限 的 ， 假 车 不 然 ， 则 
Z(6S2Z。x (有限 群 )， ro 二 0。 


(7 一 0) 
啤 


于 是 TOR "xT 
汉 为 W 在 人 上 的 作用 显然 是 使 得 ZCG) 中 的 每 个 点 都 是 固定 不 动 
和 的， 所 以 ， 上 述 Rx {ec}C 名 也 是 在 WW 的 作用 之 下 逐 点 固定 不 
动 的 ， 这 和 9 的 半 单 性 相 了 矛盾 。 因 此 ,QZ(C) 必 定 是 有 限 的 ， 这 也 
就 证 明了 G 必定 是 紧 致 的 。 | 
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附录 四 ”反射 变换 群 的 几何 


最 简单 的 群英 过 于 只 有 两 个 元 素 的 群 ， 通 常 以 符号 Z, 记 之 ， 
而 最 简单 的 变换 群 则 莫 过 于 反射 变换 群 ， 即 下 述 可 微 变 换 群 
(Zs,M)。 它 作 用 在 流 形 M 上 ， 其 不 动 点 子 集 下 是 一 个 低 一 维 的 
子 流 形 ， 它 把 M 分 割 成 两 个 不 相交 的 连通 区 域 。 这 个 变换 群 只 含 
有 一 个 非 平 凡 的 变换 r:，M~AM , 它 使 得 下 上 的 每 个 点 固定 不 动 ， 
而 把 M\F 的 两 个 连通 区 域 上 的 点 配对 互相 交换 。 这 种 可 微 变换 
叫做 反射 对 称 。 

定义 ” 设 M 是 一 个 微分 流 形 ，(G,M) 是 一 个 作用 在 M 上 的 
有 限 可 微 变换 群 。 若 G 有 一 组 完全 由 反射 对 称 所 构成 的 生成 系 ， 
则 称 之 为 由 反射 生成 的 变换 群 (group generated by reflections) ， 
简称 为 反射 变换 群 。 

反射 变换 群 是 变换 群 中 特别 简单 的 一 种 ， 但 却 在 许多 基本 的 : 
地 方 自然 地 扮演 着 重要 的 角色 。 例 如 ; 李 群 论 中 的 weyl 变换 群 
《CW,T) 和 《W, 虫 以 及 晶体 学 中 的 晶体 群 等 。 本 附录 将 扼要 地 讨 
论 关 于 反射 变换 群 的 几 个 常用 的 基本 概念 和 定理 。 

符号 

(a) (CC,M) 是 一 个 给 定 的 反射 变换 群 。 

(b》 4 是 G 中 所 有 反射 对 称 组 成 的 集合 。 z 

(e) 对 于 reE4,F(7) 是 ?的 不 动 点 子 集 ,S# 是 FC(r) 的 两 侧 ， 
亦 即 M\F(7) = S+ US ( 正 负 侧 的 选 定 是 任意 的 )。 : 


(d) Co= [和 S; 册 做 在 上 述 给 定 的 正 负 侧 选 法 之 下 的 基 本 : 


Weyl 房 (fundamental Weyl chamber)( 它 显 然 是 随 着 上 面 正 负 
侧 选 法 的 变更 而 变更 的 )， 
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从 几何 的 观点 看 ， 每 个 FrGrE4) 把 全 空间 M “ 切 ” 成 两 部 
-分 S 和 S++， 车 把 所 有 的 F0)CEA4) 都 切除 之 ， 即 得 一 个 开 集 


MANL For), 
它 是 一 块 块 连通 开 集 的 并 集 ， 它 的 每 一 块 ( 亦 即 每 一 个 连通 区 域 ) 
C 就 岂 做 (G,M) 的 一 个 到 ezi 房 。 它 的 闲 包 区 则 叫做 一 个 闭 
Weyl 房 。 对 于 任 给 "EC,rE4， 显 然 有 


F(g9rg"' =9» FO), 


: 亦 即 9r9-!1E 4, 而 它 的 不 动 点 子 集 就 是 9。F(7) .因此 ， UU For) 


?TE 


和 AN FC) 部 是 G- 不 变 的 。 所 以 G 也 是 所 有 的 Weyl 房 组 成 


red 


的 集合 上 的 一 个 变换 群 。. 下面 让 我 们 来 叙述 反射 变换 群 的 两 个 基 
本 定理 。 _ : 

定理 1 (1) G 在 Weyl 房 所 组 成 的 集合 上 的 作用 是 单 可 递 
的， 亦 即 


MUUFr = Uo'co 


read 1 9EGC 
-而且 giCo = YG0——>91 = 909， 
其 中 Ce 为 基本 Weyl 房 。 


(2) 0, 构 成 (G,M) 的 一 个 基本 域 (fundamental domain)， 
亦 即 对 于 每 一 个 点 xE M， 其 轨道 G(X) 和 Co 人 恒 交 于 一 个 点 ， 所 
以 OM/G. z 二 

注 ”上述 基本 Weyl 房 Co 是 依赖 于 在 和 军 一 对 Sr 中 正 侧 的 选 
取 的 。 其 实 ， 我 们 可 以 在 (G,M) 的 所 有 Weyl 房 之 中 ， 任 选 其 
一 记 为 Co， 然 后 反 过 来 ， 在 每 一 对 S# 之 中 选 定 那个 包含 Co 者 
为 正 侧 ， 这 也 就 是 说 ,Co 的 选 定 和 逐 对 的 正 侧 的 选 定之 间 的 关系 
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就 是 Co = 门 S， 
定义 ”对 于 一 个 选 定 的 基本 贸 ey1 房 Co, 令 并 为 4 中 的 下 述 
子 集 ， 
ri ENE>dim(F(r) MNO) =dimM -1 
《直观 的 说 法 是 FCr;) 门 06 是 O06 的 一 面 “ 墙 ”)。 
不 难看 出 ，z 也 就 是 满足 等 式 
人 5S;,= [5S;=C, 


TE TES 

的 4 中 的 极 小 子 集 。 

定理 2 (1) 上 述 子 集 荆 = {ri,…… ,rp} 业 已 构成 G 的 一 组 生成 
系 ( 以 后 称 之 为 相应 于 Co 的 素 生 成 系 ) 。 

(2) 对 CC 中 一 个 任 给 的 元 素 9 ， 旭 9=ri ?wri jy 
左 一 个 把 9 表示 成 中 元 素 乘 积 的 各 种 表 法 中 的 最 短 者 
(这 种 表示 法 不 一 定 是 唯一 的 ，!(9) 随 9 而 定 ， 叫 做 8 的 长 度 ) ， 
则 子 集 

{FOri, ri Feri) ris risFlrs,),*, 
)} 


7 FC 


站 ese rr ， 
+ 1 ti TI(9)- 1 i ig) 


也 就 是 {FC?); rrE4} 之 中 使 得 Ce 和 9Co 分居 于 其 两 侧 的 那些 
Fr 所 组 成 的 子 集 ， 

分 析 

1) 设 C 和 0C” 是 两 个 Weyl 房 ， 若 dim(C 人 10’)= dimM - 1， 
则 称 两 者 为 隐 墙 而 居 的 。0 门 0 则 做 C 和 C0 之 间 的 隔 墙 。 它 是 
茶 一 个 FO) 的 一 部 分 (这 个 7 当然 是 唯一 存在 的 )。 不 难看 出 ， 
C =r。C。 换 名 话说 , 当 C 和 C“′ 是 隔 墙 而 居 的 两 个 Weyl 房 时 ， 
reC=0 ,re*C =C。 

有 反之， 当世 的 一 片 “ 墙 ”属于 F099) 时， 亦 即 ，dimC 个 FPCry 
=dimM 一 1 时 ，C 和 r+。C 是 隔 下 (7) 而 居 的 。 
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2) 由 素 生 成 系 元 =tm ri 的 定义 ， 
(Co 站 FGriD TJT=1 2 天 )} 
也 就 是 Co 的 各 面 墙 所 组 成 的 集合 。 再 者 , 设 9g=7i rieri 
则 不 难看 出 ， 下 列 这 一 串 Weyl 房 
CosTi CorT i TisCo Ti Ti "Ti Co" 90C0 
是 逐 市 阳 墙 而 居 的 一 串 Weyl 房 其 中 1 ri ,Co 和 fi 
7 Co( 委 1 一 0 之 间 的 隔 墙 就 是 


t 
: 
FOripomTiy Ti Fig TH) TD。 


例如 ;Co 和 ri ,Co 之 间 的 隔 墙 是 FCr4,) ,而 ri,Co 和 rr ri Cs 
之 同 的 隔 墙 则 是 
ri Flri,)= Fri, ri, Ti,) 
《 因 为 7， fi?) (ri ， Co) =7i, rT 1 ,C0)3 
而 7 TisCo 和 rT， ri riscCo 之 间 的 隔 墙 就 是 


i» 


ri To Crit Fri Ti Ti Tis 71,) 


(因为 fi fi Tig 71 Tt (ri TisCo) =fi ri Ti Co) 

下 页 是 上 述 几 何 关 系 的 一 个 示意 图 。 

请 读者 试 写 出 图 中 所 问 七 个 Weyl 房 应 如 何 写 成 ri 7 1Ce 
这 样 的 形式 。 

现在 让 我 们 利用 上 述 两 点 来 着 手 证 明定 理 1 和 2， 

引 理 1] G 在 Weyl 房 组 成 的 集合 上 的 作用 是 可 递 的 。 

证 用 0 表示 所 有 Weyl 房 所 组 成 的 集合 ， 令 0o={19。， Co 
gEG},. 我 们 要 证 明 0Q = Wo, 显然 ， 当 C 和 Qo 中 的 一 个 C 是 隔 墙 
而 居 时 ， 则 C” 也 必 属 于 Q,。。 因 此 ， 我 们 所 要 证 明 的 也 就 是 下 述 
事实 ， 即 ， 对 于 Q 中 任 给 的 一 个 Wey!l 房 C ， 都 必定 存在 一 种 

“ 罕 墙 而 过 ”的 连续 通路 由 Co 走 到 C 。 换 名 话说 ， 就 是 存在 一 
个 以 Ce 为 起 始 间 而 以 C 为 终点 间 的 逐 广 隔 墙 而 居 的 一 申 Wey 
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盎 。 因 为 上 面 所 述 的 事实 ， 通 路 只 允许 “ 穿 墙 而 过 ? ,从 另 一 方面 
来 说 ， 也 就 是 得 避免 经 过 那些 “ 墙 颖 ”上 的 “点 ”, 亦 即 
U cwNee’)). 


和 7 ER 


所 以 我 们 真正 所 要 说 明 的 就 是 
M\ lj) Fo NRF’)) 


依然 是 一 个 连通 的 空间 。 为 什么 当 我 们 和 拒 所 有 的 FC) 人间 F(r') 这 
种 子 空间 全 部 切除 之 后 ， 依 然 保有 连通 性 呢 ? 这 就 是 因为 
dim(F (NFO) EdimM -2. | 

注 维 数 的 几何 特征 是 一 -个 能 够 局 部 分 割 7 维 空间 的 子 空 
间 ， 其 维 数 至 少 是 (n-- 1). 

引 理 2 x 业已 构成 G 的 一 组 生成 系 ， 

证 设 7 是 4 中 的 任 一 元 素 ， 当 然 会 有 一 个 Weyl 房 C， 使 
得 dimC 站 FPF(r) = dimM -1。 由 上 面 引 理 1 的 证 明 ，Co 可 以 和 C 
用 一 捉 逐 节 隔 墙 而 居 的 Weyl 房 相连 , 亦 即 存在 适当 的 7，，， 7 ,， 
Ti)ENAN， 使 得 C=7; ,7;, "Ti,Co， 或 者 说 ，Co=ri。 
1 ?4C， 因此 ,fi ri ?TFNOo 是 0o 的 一 面 
十。 也 就 是 说 ， ?i rey fi, Tet ?il er) EE 元 。 这 表明 
4 包含 于 由 7 生成 的 子 群 。 但 是 4 是 G 的 生成 系 , 所 以 7 业已 组 
成 G 的 生成 系 。 | 

引 理 3 设 9=r4，*… ri,CL=1(9)) 是 把 元 素 9 表 为 中 元 
素 乘 积 的 一 种 最 短 表 示 法 ， 则 

(Fr 71 POio)s os rise Tey Fos,))} 


就 是 {F(r); rE&€ 4) 之 中 使 得 Co。 和 9g。，Co 分 居于 其 两 侧 的 那些 
Fl7) 所 组 成 的 子 集 。 

证 由 分 析 2) 可 以 看 出 , 9 的 上 述 表示 法 与 连结 C。 和 gCo 
之 间 的 ( 逐 节 隔 墙 而 居 的 )Weyl 房 串 是 一 一 相对 应 的 。 因 此 ， 


CosTi Co 1 rT; ,C0 wh ) Ti, 全 中 全 7 1; ,Co "3 90° 


也 
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就 是 这 种 连结 Ce 和 9C 之 间 的 Weyl 房 电 之 中 的 一 个 最 短 者。 

设 F(9)={FC); Co 和 9C6o 分 居 Fr 之 两 侧 }。 由 .多 (9) 的 
定义 ， 任 何 连结 Co 和 gCo 的 Weyl 房 串 当然 部 得 罕 过 (9) 中 的 
每 一 个 FC()， 亦 即 引 理 3 中 所 列 的 那 上 个 不 动 点 超 曲 面 之 中 必 
定 包含 (9) 中 的 每 一 个 FC)。 因 此 ,我 们 还 需要 说 明 的 ,就 是 上 
述 最 短 Weyl 房 串 对 于 .FF (9) 中 的 每 一 个 F(7) 而 言 , 只 穿 过 一 次 。 

假若 不 然 ， 设 上 述 Weyl 房 串 穿 过 某 一 个 F(r)E 9F(9) 的 次 
数 大 于 1 (一 定 是 奇 数 次 ), 则 该 Weyl 房 串 所 定 的 “途径 ”各 
Fir) 之 间 的 几何 关系 可 以 用 下 述 示意 图 表达 之 ， 


不 难 由 上 述 示意 图 看 出 ， 我 们 可 以 把 其 中 一 段 改 走 虚 线 所 示 和: 
Fr) 的 这 一 段 成 反 射 对 称 的 那 一 段 Weyl 房 串 , 则 所 得 新 的 Weyl 
房 串 中 所 含 的 Weyl 房 个 数 比 原来 的 个 数 至 少 减 二 ， 这 是 与 最 短 . 
性 相 了 矛盾 的 。 这 也 就 证 明了 .多 (9) 中 的 每 个 ECr) 只 被 最 短 Weyl 


房 串 罕 过 一 次 ， 亦 妈 
F (9)={F(ri,), re, POri,) so ?i ry fts-1 


! 


Fri) Ti Tt- Flri,)} | 


由 上 面 这 样 三 个 有 力 的 引 理 再 来 推导 定理 1 和 定理 2 十 相 妆 
直截了当 的 ， 在 此 从 上 略 。 
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